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PREFAZIONE 


* • 

L . ^ > 

e proprietà delle curve e delle superficie di- 
mostrate col concorso dell’ Algebra e della Geome- 
tria, formano una delle più belle invenzioni de’rno- 
derni , e mostrano tutta la fecondità e le ricchezze 
dell’ analisi. 

Quando si lasciano gli Elementi per occuparsi del- 
le Curve del secondo ordine non si eseguono anco- 
ra che con poca facilità gli sviluppi de’calcoli; ma 
abbicatosi appena alle diverse forme dell’Algebra , 
essa si spoglia delle sue difficoltà, e diventa la gui- 
da la più sicura che possa condurci alla verità. 

Io non ho esitato di entrare in tutti i dettagli 
delle operazioni , affinché la teoria che presento sia 
alla portata, di tutti coloro che avranno le nozioni 
le più elementari. 

Èssendo la chiarezza di un’ opera scientifica tan- 
to più grande, quanto meno interrotto si trovi il le- 
game delle idee , ho cercato perciò di stabilire un 
concatenamento di proposizioni tale , che sempre 
quella che precede prepara a quella che segue , e 
che lo stesso ordine sussista nelle divisioni princi- 
pali di quest’opera , della quale passo a darne una 
leggiera analisi. 

Convinto della difficoltà che si trova sempre nello 
stabilire i precetti generali quando s’ignorano le cir- 
costanze alle quali es i debbono la loro origine , io 
comincio nelle nozioni preliminari con risolvere anar 
liticainenle un problema di geometria. Fo marcare 
in esso le tre parti della sua soluzione , che coiwi- 
stuuo a metterlo in equazione , ad ottenere il falò» 
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re deli’ incognita , ed a costruirlo. Risolvendo in 
seguito diversi problemi , mi appiglio particolarmen- 
te a dare i mezzi di tradurre 1’ enunciato di una 
Questione in linguaggio algebrico , ed a mostrare in 
qual modo bisogna interpetrare tutte le soluzioni 
che ci'son date dalla combinazione de’ segni. 

La seconda divisione di quest’opera è una con- 
seguenza immediata delle nozioni preliminari ; poi- 
ché dopo di ave? risoluto, i problemi determinati è 
d’ uopo di accuparsi degl’ indeterminati , ed esami- 
nare quali sono i mezzi onde costruire questa mol- 
titudine di valori differenti dell’incognita, dati da’pro- 
blemi di questo genere ; il quale esame ci conduce 
al sistema de’ punti determinati da una equazione t 
e per conseguenza alla teoria delle linee che sono i 
luoghi delle equazioni. 

Èra essenziale di dimostrare la continuità di que- 
ste linee , indipendentemente dalle considerazioni ri- 
cavate dall* iu&nito. Questo è stato l’oggetto che mi 
son proposto, nella dimostrazione relativa a que- 
st’ oggetto. 

Tra tutte le equazioni a due variabili quella del-. 
|a linea retta è la piit semplice. Io la dimostra sen- 
za impiegare il soccorso straniero della trigono, «nu- 
tria ; ma fa in seguito osservare che una delle cor. 
Stand di questa equazione è eguale alla tangente tri- 
gonometrica, dell’ angolo formato dalla retta con l’as- 
se delle ascisse. Do in seguito le dimostrazioni di 
di tulfi casi ebe risultano dalle diverse posizioni 
della lin,ea retta sopra un piano.. 

Generalizzando 1’ idea dietro, la quale si è fissata 
questa retta, passo a, Ha ricerca dell’equazione della 
linea retta assoggettata a passare per due punti da- 
ti , e dimostro la simmetria di questa equazione pe? 
r%ppprto alle due coordinate. 

Dopo, di aver considerata la linea retta che pas- 


« 


Digitized by Googl 


Prefazione r 

sa per due punti , passo alia determinazione del- 
1’ espressione della distanza di questi due punti. 
Questa espressione ci conduce all’ equazione del cer-i 
chio , alla quale succede la soluzione di alcuni pro- 
blemi di geometria analitica a due" dimensioni. 

La prima idea della formazione delle curve per 
mezzo delle equazioni , fa nascere quella di seguir- 
le nel loro corso : io dimostro come d’ interruzione 
de’ loro rami o i loro prolungamenti all’infinito può 
dare una idea della forma di queste curve. Questa 
Considerazione prepara alla loro classificazione., che 
si effettua mediante un teorema di Algebra che di- 
mostro. 

Dopo di aver appreso a distinguere queste curve 
le une dalle altre , si conosce la necessità di sotto- 
metterle ad una analisi , che faccia meglio conoscer 
fé la foro natura. Questa analisi ci è data nella di- 
scussione dell' equazione generale a due variabili. 

Risolvendo questa equazione si vede in primo 
l’esistenza di una retta conosciuta sotto il nome di 
diametro. Fo osservare che il diametro può tagliare 
l’asse delle ascisse senza incontrare la curva , dal 
che risulta questo problema. Si ha la facollà di can- 
giare la posizione dell’asse dell’ ascisse reiàlivamen- 
^Ite alla curva? La soluzione di questo problema dà 
delle idee più chiare su i mezzi impiegati per tra- 
sportare gli assi parallelamente a loro stessi, lo di- 
mostro come si può far uso quando la curva ha un 
centro , onde sciegliere una origine opportuna a priva- 
re l’equazione da’ termini che contengono le pri- 
me potenze delle variabili. Con far svanire questi 
termini siamo indotti ad esaminare l’influenza di tut- 
ti i coefficienti sulla posizione o natura della curva. 

Il coefficiente del rettangolo delle coordinate ci con- 
duce al cangiamento dell’ inclinazione dell’ asse del- 
le ascisse , ed alle foratole necessarie onde perve- 
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nirvi. Dimostro in seguito che per le curve a cen- 
tro vi è un solo sistema di assi , nel quale tutte le 
corde perpendicolari sopra uno degli assi si trovano» 
divise dall' altro in due parti eguali. Questi assi so- 
no l'asse maggiore ed il minore , a’ quali rapporta 
le equazioni dell’ ellisse e dell’ iperbola. 

La discussione dell’ equazione generale è termina- 
ta da quella dell’equazione della parabqla. Esamina 
il legame che esiste tra j termini di questa equa- 
zione , il che serve a diriggermi quando fo svanire 
alcuni termini onde semplicizzarla. 

In questa discussione ho rapportato le due prime 
curve a’ loro centri prima di cangiare la direzione 
deli’ asse delle ascisse ; ma avrebbesi potuto seguire 
un ordine inverso , e pervenire egualmente alle equa- 
zioni delle tre curve. Ho discusso l’equazione gene- 
rale seguendo questa seconda strada in un paragrafo 
separato intitolalo: Osservazioni sulle curve a cen- 
tro. Ho trattato in seguito delle tre curve ir» par- 
ticolare , e da ciò passo all’ esame delle proprietà 
che sono ad esse comuni. 

Ho supposto fino a questo punto che le coordi- 
nate sieno rettangolari ; in seguito le considero co- 
me oblìi igne trattando della trasformazione delle coor- 
dinate in generale. Questa trasformazione vien posta 
in uso nella discussione dell’ equazione generale , e 
le idee eh’ essa la nascere bastano per somministrar- 
ne delle nuove , e per diffondere Ja maggior chia- 
rezza possibile su questa materia. 

Applico successivamente la trasformazione delle 
coordinate alle tre curve , onde rapportarle a’ loro, 
diametri; e, nulla voleaido lasciare di arbitrario * 
dimostro che nella trasformazione delle coordinate 
dell’ellisse non può svanire che il. solo termine af- 
fetto dal rettangolo delle coordinate , nel ipentre 
«he nella trasformazione delie coor J male dell" iper- 


Digitized by Google 


✓ 


Prefazione TU 

l>ola , si ha la facoltà di far svanire o solo questo.^ 
fermine , o i due termini affetti da’ quadrati delie 
variabili. In quest ultimo caso , i nuovi assi pren- 
dono la direzione degli assintoti , il die dà -luogo 
a considerare 1 iperbole rapportata a’ suoi assintoti. 

Nella trasformazione delle coordinate della para- 
bola , non lascio similmente nulla di arbitrario ri- 
guardo distruzione di questi termini. 

Dopo di aver successivamente considerato la cur- 
va rapportata a delle coordinate rettangolari ed ob- 
blique , le quazioni polari ci danno un nuovo siste- 
ma di coordinate. 

L esame de’ casi in cui l’equazione generale non 
si rapporti a nessuna delle tre curve , segue imme- 
diatamente quello delle loro proprietà; do delle di- 
mostrazioni per tutti questi casi. 

Avendo stabilito tutti i principi! che servono di 
fondamenta alla discussione di una equazione del se- 
condo grado , applico questa discussione a molti esem- 
pli ; e per evitare queste faticose ripetizioni delle 
stesse operazioni , do delle formole generali che po- 
tranno servire a costruire le tre curve in tutti i ca- 
si possibili. 

Le proprietà delle curve del secondo ordine sono 
state dimostrate per mezzo delle loro equazioni, e 
di quella della linea retta considerata in un piane; 
ma per stabilire la Teoria delle Superficie curve bfe 
sogna dare maggior generalità a’ principi della Geo- 
metria analitica , ed a questo fine dimostro le equa- 
oni della retta nello spazio e di quella di un pia- 

. In seguito do la soluzione di diversi problemi 

C0Q UDa nU0Va dimostrazione delle se- 
zioni del i cono con un piano. • 

maLÌTfT 0 a,1 ® d,ffereDti formole della trasfor- 
mazione delle coordinate nello spazio.- , 

l er mezzo di queste formole , discuto l’ equazione 
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generale delle superficie del secondo ordine , ctié 
esamino in seguito ciascuna in particolare.. Cerco- 
sopra tutto di rendere sensibile le loro differenti for- 
me , ed , in conseguenza delle proprietà che carat- 
terizzano queste su pei fide , trovo a priori le loro 
equazioui , anche quando queste superficie non sono 
di rivoluzione; ciocché , per quanto sappia , fino 
a desso non è stato fatto. 

Termino quest’Opera con la teoria de’piani tangentu 
In questa seconda edizione ho sernplicizzato mol- 
te dimostrazioni , e particolarmente quelle che con- 
cernono le tangenti , ed il caso in cui 1’ equazione 
generale diventa assurda. Le teorie relative a’ qua- t 
drati ed a’ parallelogrammi costrutti sopra i diame- 
tri con) rigati , potendo sembrare dimostrate un poca 
lungamente, quantunque della maniera la più sim- 
metrica , ho dato perciò nelle note una seconda ma- 
niera di dimostrare prontissimamente queste proprie- 
tà ; quando si conoscono le coordinate de’ diametri 
conjugati. Determino queste coordinate con un nuo- 
vo processo. 

Ho fatto molte agìunzioni a que6t’ Operai 
Indipendentemente da quanto ho aggiunto sti i 
principi della' Geometria analitica a tre dimensioni , 
e. sulla teoria delle superficie curve, ho ritoccato la 
trasformazione delle coordinate polari e la discussio- 
ne delle equazioni* • - ' 

Ho seguito la strada la più propria $ affinchè non 
vi sia giammai difficoltà alcuna in questa discussione* 

In fine , ho trattato delle materie delle quali non 
aveva parlato nella prima edizione. • Citerò sola- 
mente una dimostrazione semplicissima che ho dato 
sulla superficie della parabola , ed una soluzione del 
problema della trisezione dell* angolo , nella quale 
non fo uso alcuno della linee trigonometriche* 
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TEORIA 

ffi 1? IL IL 1 $®a? IS 

E 

DELLE SUPERFICIE 

DEL SECONDO ORDINE. 


NOZIONI PRELIMINARI 



SOLUZIONE DI DIVERSI PROBLÈMI. 


T ’ 

i . J-J a Igebra determinando i frapporti che hanno tra lofro le qùarì; 
tilà , si concepisce facilmente che questa scienza debba essere 
di un gran soccorso nella soluzione de’ problemi di geometria, 
1’ oggetto de’ quali è sempre quello di scuoprire Certi rapporti 
tfra le linee , le superficie , i volumi ; ma sarà pili difficile di for- 
marsi una idea chiara delle circostanze che questo nuovo usò 
dell’ algebra farà nascere : un solo problema metterà in piena 
luce quanto questa materia possa avere di oscuro. 

2 . Proponiamoci di t< trovare la base di uh triangolo , tati* 
» che abbia una data altezza , e che la superficie sia equiva- 
li lente a quella di un quadrato dato. 

Sia x la base Cercata , a 1’ altezza , e c il Iato del quadrato 
dato : la superficie del triangolò safrb ~ ax , e siccome essa 
dev’ essere equivalente al quadrato c’, si avrà perciò 1’ equa- 
zioUe | «arrze 1 . 


ò* 

Questa equazione èssendò risoluta ci dà x — * ed è fa- 

•i I a 

Cile conoscere che questo risultato indica Una terfra proporzio- 
nale tra j #i c t. Infatti , si vede chiaramente che il quarto ietr- 
Boucharlat , 
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mine della proporzione \a : x : : c : x , è eguale a — — . 

s« 

Se si prendono dunque due linee AD=;ja, CD=c, (Fig.i.) 
die formino tra loro un angolo retto . e che si uniscono A e 
(1 con la retta AC, c chiaro che elevando dal punto C la perpen- 
dicolare BC sopra di AC, sarala parte DB il valq^ di jr In fatti 
la linea DC essendo media proporzionale tra aD e DB , si avrà 

AD : CD : : CD : DB 
ovvero Ja : c : : e : x 

m 

C* 

della quale si ricava x ~ — — . 

1 

s<* 

3. Se esaminiamo la strada da noi seguita , vedremo che 
la risoluzione di questo problema si compone di tre parti. La 
prima consiste a mettere il problema in equazione , la secouda 
a sciogliete 1’ equazione , e la terza a dedurre dal valore di x 
il processo geometrico che deve determinare questa incognita , 
ed in quest' ultima parte consiste la costruzione della forinola. 

4- Differenti proposizioni di geometria possono servire secon- 
do i casi , a mettere il problema in equazione. Quelle del 
quadrato dell’ ipotenusa , e delle linee proporzionali sono le prin- 
cipali. La deduzione de) valore dell' incognita non può olirne 
altre difficoltà , che quelle che dipendono dall' algebra -, nta 
non è lo stesso delle costruzioni che si denbono effettuire per 
avere il valore di questa incognita , come di fatti lo vedremo 
nelle soluzioni de' problemi seguenti, i quali serviranno a ri- 
schiarare quel tanto che possono aver di oscuro queste ide« 
troppi» generali. 

Problema I. 

Iscrivere un quadrato in un triangolo dato. 

5. La soluzione di questo problema si riduce a trovare nel- 
1’ altezza SG del triangolo SOR ( Fig. i) un punto I , tale 
che la parallela MN alla base , tirata per questo punto , sia 
eguale ad IG. 

Rappresentiamo con b la base OR , con a 1’ altezza SG , 
e con x e s le linee incognite IG , ed MN. I Iati OR ed MN 
essendo paralleli , si avrà perciò la seguente proporzione 
b : a : ; a : a — x , della quale si ricava ab—b.xr=zas. 

Se non consideriamo che questa sola equazione , il valore 
di x è indeterminato. In fatti , questa equazione altro non espn- 
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me che la condizione del paiallelelismo de’ lati OR, èd MN, 
e conviene per conseguenza ad ogni rettangolo iscritto nel 
triangolo. Bisogna dunque una seconda equazione , per distin- 
guere tra tutti questi rettangoli quello i di cui lati sono eguali. 

Quindi questa nuova equazione sarà x=.v. 

Sostituendo ora questo valore nell' equazione precedenti j 
ab 

si ricava x — . 

a+b 

6. Per costruire questo valoie , si formerà un angolo arbi- 
trario BAC ( Fig. 3.), e prendendo AB=n-{~A, AC— A, AD=:à, 
e tirando la parallela DE alla linea BC che unisce gli estre- 
mi B , e C ,la parte AE sarà il valore di a; $ poiché la pro- 
prietà delle rette proporzionali ci dà 

AB : AC : : AD : AÈ 
ovvero a-j-A : A : : a : AE 
ab 

della quale si ricava AE = =*. 

’j. Si potrà costruire il valore di x ib una mahiera più ele- 
gante. A tal oggetto , formate il quadrato TR ( Fig. 4 ) j 
sopra la base del triangolo dato ; da uno de' suoi angoli T , 
tirale al vertice S la linea TS , e la perpendicolare PM ele- 
vala dal punto in cui questa linea TS incontra la base , de- 
terminerà I’ altezza del quadrato cercato. In fatti i triangoli 
simili STU, SPG danno la proporzione SU : SG : : ST ; SP* 
ed i triangoli simili STO, SPAI danno quest' altra proporzione 
TO : PM : : ST : SP . ed a cagione del comune rapporto 
ST : SP , si ricava da queste due proporzioni la seguente SU : 

SG.IO ab - 

SG : : TO : FM: dunque sarà PM=« — — x. 

SU o+A 

Problema li. 

8. Dividere una linea AB (Fig. 5) in due patti tali , che il s 
rettangolo eh' esse formano sia eguale ad un quadrato dato. 

Chiamiamo c il lato del qaadrato dato, a la rètta data , ed 
x una delle parli cercale : 1’ altra sarà a—x , e per conseguen- 
za si avrà x(a — a-)=c*. 

Questa equazione sciolta ci dà 

'd *==!«-* Vìa*— c^. 

4 


Digitized by Google 



4 Lozioni preliminari 

Quelli due valori sono entrambi putitivi , da poiché y» n i c 7 

è sempre minore di yi^T~ ossia di ~n. 

g. Se si addizionino questi valori di x , si vedrà eh' essi 
tónno a , il che vuol dire che ciascuno di questi valori rap- 
presenta uno de’ lati del rettangolo cercato ; ed in falli , non 
avendo distinto con nessuna condizione particolare uno di que- 
sti lati dall' altro , il valore di x converrà indistiutamente al- 
1’ uno , ed all’ altro. 

10. La patte radicale diventa immaginaria, qualora c sor- 
passa ; e ciò dimostra che il lato del quadrato dato non 
dovrà essere maggiore della metà della retta data , aflinchè 
il problema sia possibile. 

11. 1 valori di x si costruiscono nel modo seguente: sopra 
la retta EB=|o si descriva il semicerchio EMB , e si adatti 
una corda B\l— c , sarà la linea ME il valore del radicale; 
In fatti 1’ angolo EMB essendo retto , si avrà , per la proprietà 
del triangolo rettangolo 

EB’=MB>-f-EM* 
ossia j a’ — c’-j-EM 1 

della quale si ricava EM=y. a ,__ c ., In seguito si prenderà 
EN=EM , e mettendo EN in luogo del radicale , ne’ valori 
trovati di x , il primo di essi valori diverrà 

x=H -f- EN = AE + EN=AN 
ed il secondo xrr$a — EN — BE — EN=NB 

Problema III. 

12 . Dividere un triangolo in due parli che siano nel rapporto 
di m : n , mediante una retta parallela alla base- 

Chiamiamo b la base AB ( Fig. 6 ) di questo triangolo ABC 
ed a 1’ altezza t fl , e supponiamo che G sia il punto cercato 
per lo quale deve passare la parallela EF , che divida il trian- 
golo nel rapporto dato. .Mettiamo le quantità incogniteCG — ar , 
ed EF = *. 

Essendo le rette AB ed EF parallele, sarà perciò 

AB : EF : : C1I : CG 
ossia b : * : : a : * 
dalla quale ricavasi bx—a*. 
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Resta ora a trovare una seconda equazione che esprima la 
condizione che la superficie ABFE sia alla superficie CEF nel 
rapporto dato di m ad n. 

(*+•) 

Il trapezio ABFEr= (a — ai). 

3 


X* 

Il triangolo CEF = — . 

2 

Dunque sarà 

(b- j-i) xz * 

(a — X-) : — : : m : n. 

2 2 

facendo il prodotto de’ termini estremi eguale a quello de' ter^ 
urini di mezzo , e suppnrnendo il fattore comune 2 , si avra 


— *)— mxz . 

Mettendo in luogo di z il suo valore ricavato dall' equazio- 
ne hx—az , questa seconda equazione diveuta 

bx\ mbx' 

H — ) («—*)= ■ 


«^4 


« / 


Moltiplicando per a , e supprimendo il fattore b comune ad 
ambi i membri , verrà 


«(o-f-x) (a — x)~mx’ 
ossia «(a’ — x a )=mx* 


dalla quale si ricava x— -±z \! " ; | (*). 


(*) d questa equazione si perviene ancora in questo modo. 
Dovendo essere EABF : CEF : : m : n , sarà EABF 
-) -CEF ossia CAB : CEF : : ni-j-n : n ; ma i triangoli 
simili CAB , e CEF ci danno CAB : CEF : ; di' : CG ‘ : : 
a’ : x 1 , dunque sarà a* : x J : : m-j-u : n, dalla quale si ri~ 
na* 

cavo x‘~ , e perciò sarà 

m-j-u 



( Il Traduttore). 


\ 
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i 3 . Pai - costruire questo valore si eleverà (Fig.7) sopra di 
AD — m-f-n la perpendicolare DC=a, ed all'estremo C della 
retta AC si farà 1 ’ angolo retto ACB e prolungando il lato CB 

o* 

fino ad incontrare AD nel punto B, sarà DB = . In fatti 

m-|-n 

DB è media proporzionale tra le due linee m-j-n ed a. Vedete 
un caso simile all’ art. a. 

In seguilo avendo tagliato DE=/i , ai descriverà sopra di BE 
il semicerchio EMB , che seghi CD in M , sarà MD il valo- 
re di x. Ed in effetti la proporzione 


DB : DM ; : DM : ED 


a’ 


ossia : DM t : DM : n 

m-\-n 

«i dà , eguagliando il prodotto de’ termini estremi a quello de’ 

na‘ 

termini medii , DM’ = , della quale estraendo la ra- 

rn-j-n 

dice quadrata si ricava 


V na' 

—T„=* 

m-f-n 


Egli è evidente che la parte positiva DM dev’essere portala 
da C in G ; ma che dinoterà poi il valore negativo? 

i4. Ber saperlo osserveremo che P attributo delle quantità 
negative , essendo di iàrci sottintendere un rapporto di oppo- 
sizione cou le positive , in modo che un valore positivo è 
sempre distrutto da un altro negativo ed eguale , la presenza 
di una quantità positiva diventa necessaria affinchè la negativa 
manifesti la sua proprietà. 

Così avendo trovato un risultata della forma — a , per in- 
terpretarlo , paragoniamolo a >-J-a , ed aggiungiamo ad entram- 
be queste espressioni la quantità -|-c , maggiore di a , avre- 
mo le due quantità positive c-|-a , e c — a- 

Se la linea positiva c-j-a rappresenta la distanza di D ad 
X , (Fig.8) composta di DA=c , e di AX=a , la linea po- 
sitiva c — a rappresenterà una distanza minore , che dovrà 
ìiccessariameute portarsi Del senso da D in X'. Ora la di- 
stanza XX* è eguale alla differenza delle quantità a-{-c , e c — a; 
e se da XX'=aa se uè sottrae AX , si vedià chela linea — a, 
determina un punto X 1 , situato ad una distanza da A , rap- 
presentata da a , ma portata iu senso contrario a quello seconda 
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il quale dovrebbe portarsi la linea positiva -f-a. Dunque 1 i- 
dea della linea negativa ci richiama quella della positiva che 
le è eguale , e si vede che la negativa dev’essere portata in uu 
senso opposto. 

i 5 . Resulta da ciò che precedo che se il valore positivo del 
radicale è rappresentato da CG , prendendo CG'arrCG, si de- 
terminerà un secutido punto G' , ohe soddisfera al probleuiu. 
In fatti non avendo espresso analiticamente con nessuna con- 
dizione da qual lato il triangolo ABC. è situalo , è perciò che 
la sua posizione resta iudeterininata , e per conseguenza tirando 
la parallela E'F' , il triangolo E'F'C sarà una seconda solu- 
zione del medesimo problema. 

Problema IV. 

16. Data la retta AB , trovare nella sua direzione un punto 
C (Fig.g) , in modo che la distanza dal punto A sia me- 
dia proporzionale tra la sua distanza da B e la intera 
retta AB. t 

Dinotiamo cou a la linea data AB . e con x la distanza da 
A al punto C cercalo , saik a - x la distauza BC , e , dietro 
l’enunciato del problema, si avrà la proporzione a — x : x : : x : n, 
dalla quale si ricava a(et — ,T)=a;*. 

Questa equazioue risoluta, ci da x=z — |oztV «as-j-a». 
Questo valore è positivo , avendo riguardo al segno superio- 
re , poiché si ha > V£T*==I«- 

17. Per costruire questo primo valore, alzo , all’estremità 
di AB (Fig.io), la perpendicolare AC eguale alla mela 
della stessa AB. Per la proprietà del quadrato dell’ ipotenusa, 
si avrà CB>= AC’-f AB» : dunque estraendone la radice , GB 

avrà per espressione {*) VaC’+AB*, ossia V* a .^. a > je to- 
gliendo CE = ja, resterà EB := Yt a »_|_ a i | a< 

Si può osservare che il problema di dividere una retta in 
media ed estrema ragione , corrisponde precisamente a questo 
da noi sciolto. 

18. 11 secondo valore di x , che si trova prendendo il se- 
gno inferiore del radicale , corrisponde ad un secondo punto C 
preso sul prolungamento di AC , la qual cosa non deve recar 


(*) Si omette il doppio segno zt avanti al radicale , perchè 
avendo tacitamente convenuto da quel senso deve portarsi C-ff, 
esso è pcrtiò inutile. ( L’ Autore ). 
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sorpresi» , poiché nell’ enunciato non vi è nessuna condizione 
che indicasse di doversi trovare il punto cercato o sopra di AB, 
( Fig. 9 ) ovvero sul suo prolungamento. 

19. Si può d’altronde considerare che, nella prima soluzio- 
ne , x portandosi da A in C , se noi vogliamo riguardare x 
come appartenente alla seconda , in cui sappiamo che l’ inco- 
gnita rappresenta una quantità negativa , bisogna cangiare il 
segno che afletta x , ovvero , non volendo cangiarlo , bisogna 
adottare, che ciò che noi consideriamo come -f-a; nell’ equa- 
zione ( a — x) 0=*’, debba essere qui preso — x e quindi a — x 
che è una differenza diventa nella seconda soluzione una 
somma. 

E siccome nell’ espressione a — x , il valore di x dev’ essere 
tolto da A 3 , cosi prendendo x in un senso opposto , il suo 
effetto sarà di aumentare AB , questo secondo valore di x do- 
vrà dunque portarsi da A in C', ed (a — x) sarà rappresentalo 
da AB-j-AC(, e la proporzione di qui sopra diverrà C'B : 
AC' : ; AC' : AB , la quale soddisfarà parimenti all’ enun- 
ciato del problema , come è facile verzicarlo. 

Problema V. 

30 ., Descrivere un triangolo equivalente (d triangolo ABC 
( Fig. 1 , e a ) , simile al triangolo OS R. 

Siano AB=c , CD=rZ , OR — g , SG=ò , x la base del 
triangolo cercato, ed y l’altezza. Per la condizione dell’egua- 
glianza del triangolo si ha l’equazione \xy—\cd , ossia xy—cd. 
Per la condizione della simiglianza de’ triangoli , si ba la pro- 
arò 

porzione * : j- : : g : A , dalla quale si ricava y= . So- 

g 

stituendo questo valore di y nell’equazione precedente , si ottiene 
hx 1 edg 

! — — =zcd , ed x'— , dalla quale , estraendo la radice, 

6 

ti ricava <r==-=fc 

2, Per costruire questo valore , s’ innalzerà sopra di OR 
(Fig.' n) la perpendicolare OLzzrrf, e pel punto L si tirerà 
]LM parallela ad OR. Si taglierà ad arbitrio questa parallela 
con una retta OM , e prese su di essa le parti OM , ed ON 
nel rapporto di h a g , si tirerà pel punto Ji una seconda pa- 
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dg 

railela NE. Sara la linea OE= ; poiché i triangoli si 

h 

mili OLM , OEN danno la proporzione 

OM : ON : : OL : OE 
ossia h : g s : d : OE 


dg 

e perciò sarà OE= . Prolungando in seguito OE di una 

parie OF=e , e descrivendo sopra di EF un semicerchio , la 
parie OI determinata dall' intersezione della semicirconferenza 
con la base OR , sarà il valore posilivo del radicale. In fatti 
essendo Ol media proporzionale tra OE , ed OF , si avrà la 
proporzione. 


EO 

d g 


OI : : OI : OF 


ossia 


OI 


OI 

kà '■ 


c ; 


eguagliando il prodotto de’ termini medii a quello degli estremi , 

cd g _ » / cdg 

si ha OI*— , ed in fine OI— — y ~r~ • 


az. Non abbiamo qui parlato che del valore positivo di OI ; 
egli, è evidente ohe il valore negativo debba essere portato dal* 
]' altra parie del punto O , sul prolungamento di OI , ed esso 
serve di base ad un secondo triangolo che risolverà ancora il 
problema proposto (*). 


(’) Per costruire ì triangoli sopra queste due basi sostiluia • 

hx 

ino il valore di x = _± OI nell equazione y= , avremo 

8 

h 

y —~± OI , dunque y ha due valori di segni contrarii : 

La distanza del punto O dal piede di questa perpendicolare , 
ha pure due valori , poiché la simiglianza del triangolo cer- 
cato al triangolo OSR , dà la proporzione SG : OG : HK : 
alla distanza del punto Ò dal piede della perpendicolare. 

OG . HK OG.y 

Dunque questa distanza sarà eguale ad = 

SG h 
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Problema VI 

i 3 . Dal punto O posto fuori del cerchio AEDB (Fip.i 3 ) tirare 
una secante , tale che sia la parte CD , intercetta nella cir- 
conferemo , eguale ad una retta data. 

Siano OB — a , OA — b, CD — c , ed OC=.r. La pro- 
prietà delie secanti esterni ci da questa proporzione. 


OB : OD : : OC : OA, 
ovvero a : c-j-i : : x : b \ 


dalla quale , facendo il prodotto de’ termini di mezzo eguale 
a quello degli estremi , si ha x(c-j-x) = ai, ossia cx-|-x*=a£> 
e sciogliendo questa equazione si ottiene x = Y — jC- 


24. Per costruire il primo valore , si tirerà dal punto O (a 
tangente OE al cerchio AED. Questa tangente essendo media 
proporzionale tra OB , ed OA , darà la proporzione 


OB : OE : : OE : OA 
ossia a : OE : : OE : b , 


OG h OG. OI 

= r± OI — ■ ■ — ■■ . Come questi due valori 

h g . 6 ... 

sono eguali , e di segni contrarii , si otterrà il secondo por- 
tando la lunghetta OK (Fig. 1 2) del primo da O in K' . Quindi 
le perpendicolari eguali ad y si dovranno innalzare da' punti 
K , e Kb, e siccome y ha due valori , si eleveranno perciò le 
quattro perpendicolari KB, KH 1 , K'H , K'H‘,e per conseguenza 
avremo sopra te due basi OI , ed OI' , quattro triangoli , che 
soddisferanno al problema. 

Si pub osservare che queste quattro soluzioni date dalla com- 
binazione de' segni , corrispondono ad altrettante posizioni dif- 
ferenti di linee , e che nell' enunciato del problema non essen- 
dovi nessuna conditione , che determinasse da qual lato le linee 
debbono essere portate , è perciò che l' algebra lascia questa 
posizione indeterminata ; ma , se si vogliono considerar sola- 
mente i valori positivi di x , e di y , ammettendo sempre per 
principio che i valori positivi debbono portarsi dalla sinistra verso 
la dritta, in tal caso il solo triangolo OHI risolverà il problema. 

In questo esempio si vede come la conditione non espressa con 
t algebra che x ed y debbono essere positivi, lascia la facoltà di 
scegliere tra le varie soluzioni ottenute quella che unicamente 
soddisfa a questa conditione. (L' Autore ), 
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che da OE’rruA. la olire, dall’ eslremo E della retta OE 
si elevi la perpendicolare EF = | c e si congiunga OF. Es- 
sendo il triangolo OEF rettangolo , si avrà 

OF* == EF* -(- OE* 
cioè OF’ = i c’ -f- ab 

e perciò sai» OF 3 V’c^foA Finalmente prendendo F& 
c= EF r= |c , si avrà 

OR = OF — FK 
ossia OR = V’ c >-f_ a ó — le- 
cite sarà il primo valore di x. Col centro O, e con un raggio 
eguale ad OR si descriva l’arco RC , che segnerà sulla cir- 
conferenza del cerchio il punto C , pel quale deve passarà la 
segante OC , della quale la parte intercetta tra il punto O, 
ed il punto C sarà eguale alla linea data c. 

a5. É facile concepire che il secondo valore di *■ deve por- 
tarsi in un senso opposto ; ma si domanda come mai questo 
secondo valore risolve ancora il problema ? Per rispondere a 
questa domanda bisogna riflettere che 1’ equazione x(x-\-c) — ab 
che racchiude le condizioni del problema , essendo interpre- 
tata nel modo il più semplice , ci dice solamente che si cerca sulla 
direzione di OD un punto tale che la sua distanza del punto 

0 , dinotata da x , comprenda con la stessa distanza x , ac- 
cresciuta di c , un rettangolo equivalente ad ab, rappresentato 
dal prodotto di OBXOA. La soluzione del problema ci fa 
conoscere che portando il valore positivo di x da O in C , 
ed il negativo da O in C' , i due punti C ,« C* godano en- 
trambi della proprietà domandata. 

L’ idea della circonferenza ACDB non è dunque compresa 
nell’equazione x(x-\ -c)=zab ; ma i punti A , C , D, B , per 

1 quali essa deve passare, ci fanno vedere , con la proprietà 
delle seganti , alla sola Ispezione della- figura , in quali rap- 
porti esser debbono le linee OB , OA , OC , OD , e mani- 
festano in un certo modo, con 1’ ajnto della giometria, l’ e- 
uuuciato del problema. La seconda soluzione ci dice che fa- 
cendo OB' — a , ed OA' = b , si deve avere la proporzione. 

OC' ; OB'. : : OA' : OD' 

ed affinchè questa proporzione si rappresenti a’ nostri occhi con 
una figura geometrica , basta di far passare una seconda cir- 
conferenza per i punti A' , B' , C' , la quale ce la manifesti 
dietro la proprietà delle secanti esterni. 
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26. Questo problema , nella sostanza , è Io stesso del pro- 
blema II. : di più osserviamo che nel caso del valore nega- 
tivo , x , ed *+c diventando — x , e c — x sono rappresentali 
dalle line OC* ed OD' , eguali alle linee OD , ed OC , che 
ciano i valori di x-f-c , e di x nel caso della soluzione positiva. 

Problema VII. 

27. Avendo descritto nell' angolo retto DAL (Fig.i 4 ) « due 
archi che hanno il medesimo centro A , si cerca dividere 
lo spatio DLEB in due parli eguali , con terso arco con- 
centrico. 

Siano AL = a , AB — b , AT — x : si avri dunque aja 
DAL — aja ZAT = aja ZAT — aja EAB , e siccome , rap - 
presentando con 1 : or il rapporto del diametro alla circonfe- 
renza , l’ aja di un cerchio descritto col raggio r e sempre 
rappresentata da itr’ , perciò le aje DAL , ZAT , EAB , che 
sono quarte parte de’ cerchi descritti co’ raggi a , x , e b sa- 
ranno rappresentate rispettivamente da ^ it x' , ed 1 stb'. 

Sostituendo questi valori nella precedente equazione , essa di- 
venterà i«ir a 1 — I t .r’ = Ì7T x 1 — | tt b 1 , e togliendo il fatto- 
re comune | , questa equazione riducesi ad a ’ — x’3i’ — b ‘ , 

a’-f-i’ 

della quale ricavando il valore di x , si avra x ’= , 

3 

ed estraendo la radice x ~ — - — (*). 

28. Per costruire questo valore , si uniranno i punti D e 
B con la retta DB. Sopra questa retta presa per diametro , si 


(*) Si perviene ancora a questa equazione facendo il se- 
guente ragionamento. La differenza de' due quadranti ZAT , 
EAB , dovrà essere eguale a quella de' quadranti DAL , ZAT, 
dunque i tre quadranti DAL , ZAT , ed EAB sono in con- 
tinua proporzione aritmetica , c perciò il quadrante di mezzo 
ZAT è la meta della somma degli estremi DAL , EAB ; 
ma 1 quadranti sono come i quadrati de' roggi , dunque sarà il 
quadrato di AT la metà de' quadrati di AL ed AB , e per- 
ciò , essendo ATzzzx , AL— a , ed ABc=zh , sarà .... 

, a * + b ’ . / a »4_K< 

1 — “ — — j e quindi x — \ l — ‘ (Il Traduttore). 

■ o 
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descriverà il semicerchio DGB , e dividendo la semicirconfe- 
renza in due punti eguali in G , la corda DG avrà per espres- 


sione 



In fatti DB 1 = DA’ -J- AB* = a’ -f- b' , da un’ altra parte 

DB* 

DB* — DG* -f BG* =aDG* ; dunque DG* = = , 

■ , ; , a a 


e perciò DG 



29 . Si porterà dunque questo valore da A in T, e da A 
in T' , e si avranno le due soluzioni del problema ; questui- 
nola è negativa , e determina 1’ arco Tt Z , che soddisfa anco- 
ra al problema , poiché nessuna condizione nell’ enuncialo in- 
dica dal qual lato dev’essere situato l’angolo. 


Problema Vili. 


3o. Dividere un arco di cerchio in ire parti eguali. 

Sia ADB 1’ arco dato , il problema si riduce a trovare la 
corda AD di un arco che fosse il terzo di ADB. A tale og- 

f etto supponiamo 1’ arco ADB diviso in Ire parli uguali AD , 
*E , EB ; tiriamo i raggi CA , CD , CE , CB ; sia r uno 
di questi raggi . a la carda AB , ed x la corda cercala AD. 
Ter l’ eguaglianza degli archi AD, EB , la retta AB è paral- 
lela a DE , e perciò 1’ angolo AFD è eguale all’ angolo FDE 
come alterni interni , e per conseguenza eguale ancora all'an- 
golo ADF , poiché il raggio CD divide in due parti uguali 
1’ angolo ADE , come per altro è chiaro osservando che i 
triangoli CAD , CDE hanno i loro tre lati eguali. Il triangolo 
ADF avendo perciò gli angoli in D ed in F eguali all’ ango- 
lo CDE esso sarà isoscele , e simile al triangolo CDE j dun- 
que sarà AF= AD — x. ài proverebbe similmente che GB=: 
EBrrrx , dunque sarà. 

a = 2:r-)-FG. . . . (A). 

Per determinare FG , cerchiamo in prima DF : i triangoli 
simili CDE , ADF danno le proporzione. 

CD : DE : : AD : DF , 

ossia r : * : : x : DF 
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*’ x 3 r J — x * 

dunque DF~ — , e CF •ss r— — = — — — . 

r r ■ r 

I triangoli simili CDE , CFG danno questa seconda prò* 
porzione. 

CD : DE : : CF : FG , 

r* — x' ( r* — x' ) x 

cioè rti:: : FG = 

r r» 

Sostituendo questo valore di FG nell'equazione (A) , avremo. 

r* — x * 3r'x — ar s 

a — a* -j , ossia a ~ . 

r* r» 

L'incognita essendoci data da una equazione di terzo grado, noi 
ne daremo in seguito la costruzione, la quale dipende da un pro- 
cesso che faremo conoscere quando parleremo della determina- 
zione delle radici dell' equazioni del terzo grado mediante l’in- 
tersezione delle curve (*). 

Problema IX. 

3i. Dimostrare , colla sola considerazione del quadrato della 

ipotenusa , che un triangolo è sempre tagliato proporzionai - 

mente da una parallela alla sua base. 

Supponiamo in primo che questo triangolo sia rettangolo , 
e che sia rappresentato da DBE (Fig. 17 ). Dal punto A per 
cui passa la parallela AF alla base , tiriamo AC parallela al 
lato DE , e siano 

BC rr a , AC — b ì BA = c 
AF = a', DF = b ' , AD = c' 

La condizione che gli angoli corrispondenti C e D siano 


retti , ci da 

a’ -f- b' — c’ (B) 

La condizione che 1’ angolo F sia retto ci dk 
a»* -f 6 '> = c'’ (C) 


(*) Questa soluzione data daW autore è quella stessa che 
si trova nella geometria del Padre Lamy , settima edizione di’ . 
Parigi 779 # , pag. 55g. ( Il Tradut. ) 
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Ma non basta di aver espresso con queste due equazioni che 
gli angoli £ ed F siano retti , per contestare la similitudine 
de' triangoli ABC , DAF ; poiché si sa dalla geometria eh’ è 
necessaiio che si abbiano ancora due altri angoli eguali. Ed in 
fatti , sì vede nella figura 18 alla quale si possono rapportare 
i medesimi dati , de’ quali ne abbiamo espressa la relazione 
algebraicameute, che gli angoli DAF, ed ABC sono ineguali; 
il che uun accoderebbe se la linea DAB fosse retta. Biso- 
gna dunque esprimere con una terza equazione , che questa 
linea DAB dev’essere retta. 

Ora in questo caso , DAB diventa ipotenusa di un triango- 
lo rettangolo , che dà luogo all’ equazione 

BE* + DE* = DB* 
ossia (a-f a')' -f (A+A')’ = (c-f-c')’ (D) 

Non resta duuque altro che di eliminare a ed a 1 tra le tre 
equazioni (B) , (C) , (D) , onde ottenere la relazione che de- 
ve esistere tra le altre quautità b , A', c e c‘ . L’ equazione (D) 
essendo sviluppata , da 

a’ -f- i aa 1 -j- a* -f- A* 2 b A 1 -j- b' 1 ~ c* -f- 2 e c* • <?* 

Sottraendo 1 ’ equazioni (B) , e (C) , resta 

2 a a' 2 b b' — 2 cc 1 
ossia a a 1 - 1- b b 1 ~ c c 1 
cioè a a* =: c c' — b b'. . . . (E). 

Le medesime equazioni (B) , e (C) ci danno 
a* = c* — A* 
a ' * = c'* — A'* 

Moltiplicando in corrispondenza, a* a'* = ( c*— -A ’ A'*). 

L’ equazione (E) elevata al quadrato , dà ancora 

a* a' * = ( c c' — ■ b b' )* 

Eguagliando questi valori di a* o'* , sviluppando e riducen- 
do , si lia A’ c , ‘ — 2 c c' b b 1 -|- e’ A'* “ o , ovvero , essendo 
il primo membro un perfetto quadrato A c 1 — c i' = o , ossia 
A c‘— c b' , dalla quale si ricava 

e ; c* : : A : A' 

32 . Questa dimostrazione non si applica che al caso in cui 
il triangolo fosse rettangolo. Per passare a quello in cui non 
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Io fosse , tiriamo la rolla DG ,e prolunghiamo FA fittò ad II, 
** fàceildo in seguito GH — d , DH — d' , noi dimostre-i 
ime precedo il temon te , che si avrà la proporzione 

d : d' : : b : l< 

Dunque , paragonando questa proporzione con la preceden- 
ti ricava 

d : d 1 : : eie 1 . 

Della q ostruzione delle quantità razionali. 


33. I problemi che abbiamo risoluti , fanno vedere la ne- 
cessità di avere de’mezzi generali per costruire le quantità , che 
danno la soluzione de’ problemi. Noi ci occuperemo in primo 
di quelle che non racchiudono puuto de’radicali , le quali sono 
comprese sotto il nome di quantità razionali , e diremo ch’es- 
se sono di una , di due , o di tre dimensioni, secondochè le me- 
desime rappresentano delle linee , delle superfìcie , o pure 
de' volumi. 

34 . Qualunque espressione razionale , monomia di una di-, 
menzione , dev' essere compresa in una delle seguenti 


abe 

abed 


, etc. 

de 

<fs 


In fatti , basta di aver convenuto di rappresentare le linee 
con delle lettere , affinché la lettera a possa darci 1’ idea di 
una linea. 

ab 

35. Lo stesso esser deve ancora di — $ poiché la proporzio- 

c 

ab ab 

ne c; a : : h : — , ci dimostra che — è una quarta propor - 
c c 

lionate in ordine alle linee c , a , e b- 

ale 

36. La terza espressione—— può scriversi in questo modo 

de 

ab c 

— X — , * rappresentando con k la quarta proporzionale , 
de ab ab c kc 

che è il valore di — ( art. 35) , si cambierà — X — in ~i 
d dee 
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che si costruisce con una quarta proporzionale trovata in or* 
dine ad e , k , e c ^ art. 35 ). 

abcd 

37 . L’espressione » si ridurrà similmente ad una quarta 

C fg 

• , ab cd 

proporzionale ; poiché scrivendola nel seguente modo — y 

■a ' A 

si potrà supporre la linea rappresentata da — =3 P , ed in 

e 

Pcd 

tal caso si avrà ■ * , la quale espressione si costruisce come 

ni 

nell art. 36. 

ale abcd àbede 

38. Qualunque frazione cotne *— . — _ , eie. 

d qf fgh 

nelle quali il numero delle lettere del numeratore sorpassa di 
due quello delle lettere del denominatore , può costruirsi ridu- 
cendola alla forma ab , con C ajuto delle quarte proponionalU 
In iàtii la prima frazione 

abe ab ni 

— — — Xc — Pe, facendo — == P 
d d d 

La seconda 

abcd ab ed ab ed 

■ ' — — X — = PQ , facendo — =3 P , e — — : Q 

tf e f e f 

La terza 

abede ab ede Pcdé ab 

~~ - — — X — = — — * facendo — =2 P . 
fgh f gh gh f 

6 si riapporta alla precedente , e Cosi di seguito. 

39. Similmente f espressione la più sémplice di tre dimeri * 
stoni i abe , e può rappresentare il volume di uri parallelepipe- 
do rettangolo , nel quale a , b , c sarebbero i ire spigoli contigui 

t abcd abede 

In fatti le frazioni tali che , ■ ■■ r } nelle quali il nu* 

■Boucharlat ^ a 
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mero delle ledere del numeratore eccede di . tre quello delle 
ledere del denominatore, possono tutte ridursi alle forme abe , 
con l'ajuto delle quarte proporzionali. 

t\o. Qualora il numero delle lettere del numeratore è lo 

a ab 

stesso di quello del denominatore , come nelle frazioni — , — , 

b cd 

queste frazioni sono di nessuna dimensione , e rappresentano 
a 

de' numeri. Poiché — esprime il numero delle volle che la 
b 

ab 

linea b è contenuta in a ; similmente — rappresenta il numc- 

cd 

io delle volte che la superfìcie cd si contiene nella superficie ab. 


4u Tutto quello che si è detto delle quantità monomie, si 
applica ancora a' polinomj. Sia la frazione 

abe -j“ def -f- ghl abe -f- def -f- ghl 

■ , ossia ; 

PV+pr + P* /»( < 7 +'’+*) 

facendo q -(- r-\- s = k , la frazione si riduce ad 
abe -f- def -{- ghl abe def ghl 

— - h — H , 

pk pk pk pk 


e si vede chiaramente che dopo di aver costrutte queste frazio- 
ni , dietro 1’ art. 36 , si avrà un complesso di linee , la som- 
ma delle quali sarà il valore della frazione polinomia. 

4'z. Se il denominatore non si potesse decomporre in due 
abe def -j- ghl 

fattori , e che si avesse , in tal caso si po- 

pm -f- qn -f- rs 

tra supporre qn = px , rsz=py , (x, cd y sono nuove linee 
delle quali faremo qui appresso conoscere il modo di costruir- 
ne i loro valori ) , e la forinola diventerà 

abe def -j- ghl abe -f- def ghl abe def + ghl 


mp px py p (m + x y ) pk 

facendo , come nel caso precedente ni -}- a : y — li. Si co- 

struirà questa forinola come nell’ art. 36 , qualora si conosce- 
ranno , i valori di a- e di y. 
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43. Per determinare questi valori , l’equazione qu ss px ci 

< 7 “ 

da x ~ - — , ciocché fa vedere ( art. 35 ) che x è una quar- 
P 

ta proporzionale alle linee p , q , n. Il valore di y si deter- 
minerà nello stesso modo , per mezzo dell’ equazione rs ss />j; 

abcd-\- cfgh 

44. Preudiamo ancora la frazione ■ Ad ogget- 

rttnp -p- qts 

to di ridurre il denominatore ad un sol prodotto , si potrà 
supporre, qr— nix , ed allora x si determinerà col processo 
indicato nell’articolo precedente, ed il denomiuatore si cangie- 
rà in mnp -|- mxs. Facendo in seguito xs ~ ny , esso diventai 
mnp -f- ntny ss mn ( p-\- y)— mnk , 

( chiamando k il iàttore p -J- y ) , e la frasione si troverà 
ridotta ad 

abeti -4* efgh abei efgti 

* *= h — 

mnk mnk mnk 


che potrà costruirsi a norma dell’articolo 

45. Si vede che in generale * in ogni frazione polinotnia , 
se l'eccesso del numero delie lettere di un termine del nume- 
ratore su quello delle lettere di un termine del denominatore 
è di due lettere , questa frazione potrà ridursi alla forma ab , 
e se questo eccesso è di tre lettere , la frazione potrà esser po- 
sta sotto la forma abe ■ 

46. Abbiamo supposto che 1 termini del numeratore Conten- 
gano tutti il medesimo numero di lettere, e lo stesso abbiamo 
supposto ancora riguardo al denominatore , da poiché la qui - 
stione che ci ha condotto ad una formola , non ha potuto darci 
un risultato composto da parli eterogenee , Come da linee , da 


abed- f- dbe 

superficie e da volumi. Per esempio se si avesse — 

Ss 

abed dbe abed 

ossia si vede che «- — rappresenta una superfi- 

fS ss fs 

dbe 

eie , e che — — rappresenta urta linea , e che perciò non pd- 
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uh averti una quantità composta da una superfìcie e da una 

linea. 

47. Intanto potrà darsi una circostanza in cui una frazione 
di questa specie potrà sussistere , ed è appunto allorché una 
delle linee che entrano nella sua espressione è eguale all'unità. 
Rappresentiamo con n questa linea : si potrà ne’ termini del 
numeratore, o del denominatore, che non contengono la più 
alia dimensione, mettere in evidenza i fattori che mancano a 
questi termini , con introdurre in essi delle potenze di n. 

abcd -f- dbe -f- hi 

Per esempio, si cangierà la frazione 1 — - 

fs 

abcd -|- dben -J- blu' 
in . 

fs 

Della costruzione delle quantità radicali del secondo grado- 

48 . Le proprietà del cerchio ci danno de’ merzi di trovare 
in linee i valori delle quantità radicali del secondo grado. Tra 
queste proprietà consideriamo quella di una perpendicolare CD 
( Fig. 19.) al diametro AB. Si sa che questa perpendicolare 
è media proporzionale tra i due segmenti del diametro eh’ essa 
divide -, cioè a dire , che faceudo ADrzflj BD =zb, CD — x, 
si ha la proporzione 

a : x : : * : A; 

dalla quale si ricava x ' ab , ed a:= \ ab .. 

Dunque allor quando avremo una espressione radicale , per 
costruirla , è d’ uopo di ridurne la quantità sottoposta al ra- 
dicale alla forma ab ; a quale oggetto si potrà far uso del 
processo dell’ articolo 38 , ovvero di uno di quelli che si snuo 
dati , quando si sono trattale le frazioni polinomie. Appliche- 
remo questa costruzione ad alcuni esempj. 

Sia proposto da costruirsi S abcd — ghej' ì si farà 
bc— ax , gh — ay , ef — az 

y ì z , rappresentano delle linee che si determineranno con 
le corrispondenti equazioni a norma dell’articolo 43 , e la 
forinole diventerà 

Va’ xd — a'yz — V ( xd — yz ) a* = a V xd — yz. 
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Faoendo in seguilo 

yt = xu , 


Si avrà ___ 

a Vxd — yt — « Vx(d — u) , 

e prendendo una media proporzionale ira x, e d — u, que- 
sta media proporzionale sarà il valore del radicale , articolo 4 ^ « 
ed il prodotto si ridurrà alla forma ab. 

V ab * 

— — gd , si (ara 
c 


— p f g d = ax , e l’espressione radicale si trasformerà in 


V ai* . 

gd = Va ()» — x ) , che parimenti è della forma 

c 

di y Zb . 

. a \b+7 

5i. Finalmente se si dovesse costruire 


Vd + « 


siccome ogni quantità che moltiplica un radicale può passare 
sotto il segno, elevandola a quadrato, si cangierà perciò 1 ’ espres- 
sione precedente in 


a* i-j-a’c a J a*b -j-a*c ab oc 

«rT v v “ IT* 7+. 


ab ac 

facendo = A , ed = B , si avrà 

d+e d-fe 

V a A -j~ aB ~ Va(A B), 

valore che si costruirà prendendo una media proporzionale 
( art. 48. ) tra a ed A -f- B. 

52. Le proprietà del quadrato dell’ ipotenusa ci danno an- 
cora delle forinole alle quali si possono rapportare le quantità 
radicali del secondo grado ; da poiché si ha dal triangolo ret- 
tangolo BDE ( Fig. 17 . ) 

BD* = BE’ -f- DE* , ovvero, facendo BE — a , e DE ^ b 
BD* = a’ -j- 4* , e BD= y a ._|_£» 
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Dunque qualora ai avranno ridotte le quantità ohe sona 
sotto il radicale alla somma di due quadrati a* , e A*, il va- 
lore di questo radicale iàrà l' ipotenusa del triangolo rettan- 
golo , i di cui Iati sono a e A. 

53. La medesima equazione BD* = BE* -J»DE* ci dii ancora 
BE* = BD’— DE*. 

e facendo BD = c , DE = b , si ha BE*=c* — A* , ed estraen- 
do ia radice, BE = V . Questa nuova forinola ci fa 

conoscere che qualora la quantità che sta sotto il radicale s 1 
riduce alla differenza di due quadrati , questo radicale deve 
aver per valore un lato del triangolo rettangolo , del quale A 
sarebbe 1’ altro lato , e c 1’ ipotenusa. 

54- Per darne un esempio, sia da costruirsi 2rs , si 

faccia irs — x* , ed * si determinerà prendendo la media pro- 
porzionale tra ar, cd s , da poiché 1’ equazione m ~ x 2 dà 
la proporzione 

2 r : ar : -■ x : s 

Dalla quale si ricava irs z= x % . Sostituendo questo valore di 
2 rs , la quantità radicale diventa 

Yp*' — 

Per costruirla si prenda AB — p (Fig-ig), si descriva sopra 
di AB un semicerchio , e tirando AC =zx , T angolo ACB 
sarà retto , e CB sarà il valore del radicale. 

55. Per altro vi sono molle altre maniere , oltre di quella 
della quale abbiamo fati’ uso , onde trovare ia media propor- 
zionale , quali maniere possono servire con vantaggio seconda 
i casi nelle costruzioni delle forinole. Per esempio se si dovesse 
costruire V a ._j. a £ , prendendo AD = a , DB b , si descri- 
verebbe sul diametro AB =; a -f- b una mezza circonferenza , 
e dal punto D alzando la perpendicolare DE, la corda AG. 
Sarebbe il valore del radicale ; in fatti , questa corda essendo, 
media proporzionale tra AD ed AB , come è nolo, dalla geo- 
metria , si avrà la proporzione 

AD ; AG : : AC : AB 
ossia a : AC : : AC : a-\-b 

e quindi AC*=a 3 -j- ab , ed in fine estraendo la radice, 
AG = Va’4-«A. 
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56 . La seguente proposizione di geometria che la tangente 
è media proporzionale tra la secante e la sua parte esterna , 
gì dà ancora un mezzo da costruire questa medesima quantità 
radicale : poiché aveudo descritto il cerchio AKD con un rag- 
gio — ~b } (Fig.io) si prolungherà il diametro DE di una parte 
Ell=a, e si tirerà dal punto B la tangente BA , in tal caso , 
per la proprietà della tangente , si avrà la proporzione 

BD : AB : : AB : EB 
ossia a-\-b : AB : : AB : a 

dunque AB* ab , ed AB= \ a ‘-\-ab , P er conseguenza 

AB è il valore del radicale. 

57. In generale una costruzione sarà tanto più elegante , 
quanto meno preparazioni la medesima avrà di bisogno , e 
eh’ essa si farà con uua serie di operazioni pratiche ligaic le 
ulte con le altre sopra la medesima figura. 

E precisamente in questo modo che nell’ articolo 7 abbiamo 
dato una soluzione elegantissima del problema d' iscrivere uu 
quadrato in un triangolo. 

Della costruzione delle equazioni complete del secondo 
grado ad una incognita. 

58 . Negli articoli precedenti abbiamo costrutte le formofe 
dopo di aver risoluto le equazioni dalle quali derivano. Pro- 
poniamoci ora di costruire i due valori di una incognita , de- 
terminata da una equazione di secondo grado , senza di aver 
bisogno di risolvere la medesima equazione. 

5 g. A tale oggetto , rendiamo positivo il termine x 1 di 
questa equazione , e facciamo passare tutti gli altri termini nei 
membro che non contiene questa incognita. E chiaro che qualun- 
que siano i segni che affettano questi differenti termini , noi 
non potremo avere che uua di queste quattro combinazioni 

x ’= px — 9, ossia x ’ — px -j- 9 = o . . . (F) 

x*=r — px — 9 , ossia x* -(- px -f- 9 = o . . (G) 

x’= — px -}■ 9 ì ossia x J -J- px — 9=0. . . (il) 

px 4* 9 j ossia x* — px — 9 = 0 . . . (1) 

60. Per costruire le radici dell’equazione (F) , si descriva sul 
diametro AB =/> (Fig.ao) una semicirconferenza, all’eslremilà di 
questo diametro eleviamo la perpendicolare AL 5= y </~ e si 
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tiri LC parallela al diametro AB. Egli è evidente thè le per- 
pendicolari MP , M'P f , abbassale jla’ punti d’ intersezione M 
ed M' saranno eguali ad AL =2 \q . Ora essendo ogni per- 
pendicolare abbassata sul diametro inedia proporzionale tra i 
due segmenti di questo diametro , ne segue che chiamando 
AP , x ; sarà PB = p , e si avrà la proporzione 

AP : PM : PM : PB , 
ovvero x : y 1 q : ; y q : p ~~ x 
dalla quale si ricava 

px — x 1 3= q , ossia x * — px -f- q =0. 

Dunque una delle radici di questa equazione è AP ; e sio- 
come si ricaverebbe la medesima equazione prendendo per * 
la parte AP' in luogo di AP , perciò l’altra radice sarà AP 1 , 

61 . Risolvendo 1’ equazione (F) si trova x—\ p+z ^\p % — 7* 
Quando si avrò 2 p* , ossia ^q~, 1® parte radicale 
del valore di x diventa immaginaria , e per conseguenza egli 
è impossibile cbe x in questo caso abbia alcun valore , il che 
è d’ altronde evidente ; perchè bisognerebbe che la perpendi- 
colare V7 rappresentata da PM sorpassasse il raggio \p. 

61. Se si risolve l’equazione (G) si vede che le sue radici 
sono negative ed eguali a quelle dell’ equazione (F) prese ne- 
gativamente (*). Quindi, per mezzo di un cangiamento di se- 
guo le radici dell’ equazione (F) datino — AP , e — AP' per 
le due radici dell’ equazione (G). 

63. Una delle radici dell’ equazione (H) può costruirsi nel mo- 
do seguente. Si descriva con un raggio p la semicirconferen- 
za AMB ( Fig. ai ) , si tiri a questa mezza circonferenza una 
tangente MT = yq'. e chiamiamo x la parte AT del diametro 
prolungato (ino all’ incontro T della tangente ; la proprietà di 
questa tangente ci dà la proporzione 

TA : TM : : TM : TB 
ossia x : y~q~ : : ^~q : x -f- p 


(*) Senza risolvere queste equazioni , possiamo convincerci 
di questa verità j poiché esse non .differiscono che nel solo se- 
condo termine 5 c la teoria delle equazioni ci fa conoscere che 
in questa circostanza , le radici ddT una di queste equazioni 
sena eguali alle radici dell'ultra) prese negativamente. (L'Aut) 
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Dalla quale si ricava 

#* -J- px =; q , ovvero -\-px -~q — o. 

64* Questa sola radio; basta per farci determinare l’altra ; 
poiché , risolvendo 1’ equazione (H) , e chiamando x 1 ed x " 
1 due valori di x , se questi si addizionino insieme si avrà 
x 1 x" = — p (*) , e facendo passare uno de’ termini del 
primo membro nel secondo , si oonchiuder'a che una delle ra- 
dici è eguale alT altra presa col segno contrario , e diminuita 
di p- Dunque , essendo TA una radice dell’ equazione (H) , 
l’altra sarà — TA —/> = — ( TA + p ) = — ( TA + AB ) 

z= — TB. 

* 

65. In fine , se si risolvessero le due equazioni (B) ed (I) , 
si vedrà, come nell’ articolo 6t , che le radici dell’equazione 
(I) souo le stesse che quelle dell’equazione (H) , prese con i 
segni contrarii, e possono essere rappresentate da— TA e da 
-f- TB- 


► 


( ) Si sa anche dalla teoria delle equazioni che il coefficicn - 
e ?. » c °l kgto contrario , è eguale alla somma delle 
radici dell equazione — q ( L'Aul. ) 
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della 

A DUE DIMENSIONI. 


-eassssaBs- 

Ia qual modo una equazione a due incognite dia origine ad 
una linea che si chiama il luogo di questa equazione. 


66. Quando tra due indeterminate x ed y si ha una sola 
equazione , in tal caso il valore di una delle incognite non 
può ottenersi che dopo di aver dato un valore arbitrario al- 
l’altra (*). 

Per esempio , se si ha F equazione 


(*-»)* 
x \ r — . a 


x ~ V r — a * 


dopo di averne ricavato y = ix -j- x , se si sostituiscano suc- 
cessivamente ad x i valori seguenti 

x = o , si troverà y — i ; 

x = i, y = 3 ; 

x = a , y = 5 ; 

* = 3 , y = 7 ; 

ec. ec. (**) 

in modo , che per ogni soluzione , vi è sempre un valore di .r 
ed un valore di y che debbono corrispondersi. 


(*) L' analisi indeterminata serve di schiarimento a questa 
materia. ( L'Aut . ) 

(’*) Si possono ancora dare de' valori positivi ad J per de- 
terminare quelli di x •, ma il sistema delle soluzioni sarebbe lo 
stesso. Abbiamo trovalo per esempio , che x = 2 dava y — 5 ; 
facendo arbitrariamente y = 5, si troverebbe xz= 2 - ( i Aul .) 
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67. Esaminiamo in qual modo possiamo rappresentare con 
una figura questo complesso di soluzioni. 

Si sono immaginate due rette indefinite AX , ( Fig. 22. ) 
AY che formano tra loro un angolo arbitrario , e che , per 
maggior semplicità noi supporremo retto. Si è chiamato AX 
asse delle Usciste , e si è dato ad AY il nome di asse delle 
Ordinate. 

68 . Quando si vuole costruire una soluzione , per esempio 
quella in un x =3 a , e.i y 3 z 5 , si prenda sull'asse delle 
ascisse una linea AP = 2 , e tirando dal suo estremo P una 
linea PM — 5 parallelamente all’ asse delle ordinate , il siste- 
ma delle linee AP e PM darà la soluzione. 

Sia parimenti tagliata x s= A q — 1 ; secondo il quadro del- 
l’articolo 66 , sarà ^ = 3 . Si tirerà dunque pel punto q una 
parallela qn all’asse delle ordinate , ed A q e qn saranno la 
Soluzione del caso in cui x 33 1 , ed y 33 3 

Ogni soluzione determina la posizione di un punto : ed è stato 
in questo modo che, ne' due eserapj precedenti , si sono deter- 
minali i punti M ed n , il primo con le linee AP , e PM , 
ed il secondo mediante le liuee A q , e qn. 

69. Si è dato in generale al sistema di due linee che de- 
terminano la posizione di un punto , il nome di coordinate. 
Quindi AP , e PM sono le coordinate del punto M , ed A q , 
e qn sono le coordinate del punto n. 

70. Ma , quando le coordinate non sono simultaniamente 
denominate , allora quella che segue la direzione dell’asse del- 
le ascisse prende il nome di ascissa , e quella che si lira pa- 
rallelamente all’ asse delle ordinale , vien chiamata ordinala. 
Così , ne’ medesimi esempj , AP , ed Aq , sono due ascisse, 
e PM , qn sono due ordinate. 

71. Ogni ascissa prendendosi sempre dal piede dell’ordina- 
ta al punto A , questo punto A , per questa ragione , ha ri- 
cevuto il nome di Origine. 

73. Avendo dunque costrutto ( Fig. 33. ) i valori dati dal- 
ì’ equazione dell’ art. 66. 

Prendendo le ascisse =0. e le ordinale AR =3 1 , 

A P = 1, PM= 3 , 

Af' 31 , P'M '=5 , 

AP" = 3 , P"M'<=7, 

cc. ec. 

» 

Si determinerà una serie di punti R , M , M' , M" tutu 
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s otloposli alla medesima legge , poiché nou sono stati presi 
arbitrariamente , e che sempre più si allontaneranno dell' as- 
se AX. 

^ 3 . Questo piccolo numero di soluzioni è nullo in confron- 
to alle infinite soluzioni che si potrebbero avere dalla medesi- 
ma equazione , anche con limitarsi a delle ascisse minori di 
AP". Per esempio , se si sostituiscono successivamente nella 
stessa equazione 


i valori frasionarii x ss 5 , 

* = 'i. 

Quindi , prendendo ( Fig. i3. ) 


si troverà y — 2 t 

y — 4 » 

y = 6 , 


le ascisse A q — I , si farà coordinata q n = 2 y 

V=‘ q‘ n' = 4 y 

W— 35, q"n"= 6 „ 

ed i pumi R , n , M , n 1 , M* , n" , M" si approssimeran- 
no maggiormente tra loro. 


: 4 - Fino ad ora non abbiamo parlato che delle soluzioni 
positive ; quello che abbiamo detto nelle nozioni preliminari , 
basterà per far comprendere in qual modo bisogna costruire le 
soluzioni negative. 

La combinazione de’ segni delle incognite , quando le me- 
desime nou sono entrambe positive , nou possono darci che 
questi tre casi : 


Primo , x negativo , y positivo 
Secondo , x negativo , y negativo 
Terzo , x positivo , y negativo 

Nel primo caso la soluzione determina uu punto L , (Fig 22) 
nell’ angolo X' AY. 

Se , per esempio , si fa x 5— — ! , si trova y = i , si pren- 
deranno perciò 1 ’ ascissa AI = i , e 1 ’ ordinata IL = £ , e si 
determinerà il punto L. 

Nel secondo caso , la soluzione determina un punto nell’an- 
golo X'AY'. Per esempio , se x — — 1 , y ~ — 1 y si pren- 
deranno 1 ’ ascissa AI* = — 1 , e l’ordinata I' L' = — 1 , e 
si determinerà il punto L'. 

Filialmente nel terzo caso , in cui x è positivo ed y nega- 
tivo la soluzione determinerà un punto nell’ angolo XAY'. 
L’ equazione y — 2x + 1 nou ci dà uessuu esempio di que- 
sto caso. 
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^5. Abbiamo veduto , articolo 73 , che i punti trovati per 
mezzo delle coordinale , si avvicinano sempre più , a misura 
che le ascisse meno differiscono tra loro ; ma come si potrà 
assegnare il limite dell’ avvicinamento di questi punti ? l’er 
togliere questa difficoltà dimostrerò che il sistema generale di 
tutti i punti determinati mediante l equazione y = 2 x-f- 1 , 
dando successivamente ad x lutti i valori possibili , è una 
linea continuata. 

He il sistema di tutti questi punti non formasse una linea 
continuata , ciò accader non potrebbe che di due modi : o 
esisterebbero delle ascisse, come AP , (Fig.a/j) che sarebbero 
senza ordinate corrispondenti , il che è assurdo , poiché sap- 
piamo che per ogni valore dato ad x , se ne determina un al- 
tro per y ; ovvero accaderebbe che due ordinate consecutive : 
come PM e P'M' , ( Fig. 25 ) che differiscono tra loro di una 
quantità sensibile MM f , formerebbero nel corso delia curva 
uua interruzione tra i punti M ed M f , il che anche è as- 
surdo. In fatti , per la natura dell’ equazione , potendosi dare 
ad y un valore qualunque , ne segue che dando ad y un va- 
lore maggiore di PM , e minore di P'M* , questo non potreh- 
besi altrimente portare che all’estremità P di AP , poiché le 
ordinale vanno sempre crescendo nel medesimo senso. Si de- 
terminerebbe dunque un punto nell’ intervallo MM 1 j ma ciò 
è contro questa seconda ipotesi. Ne segue dunque da ciò che 
precede , che il sistema de’ punti determinati dalle coordinale 
dell’ equazione y = 2 x -J- 1 , da origiue ad una linea conti- 
nuata , che vedremo da qui a poco che dev’ essere una li- 
nea retta. 

76. Questa dimostrazione può applicarsi a qualunque altra 
equazione , e quando la linea non è continua che tra certi li- 
miti , art 129, nou si tratta allora che di dimostrare solamen- 
te , come in seguito vedremo, art. 129, la continuità delle 
parti comprese tra questi limiti. 

77. La linea che abbiamo determinata , articolo 75, me- 
diante le coordinate , è quella che si chiama il luogo dell'equa- 
zione , la quale sarà una linea retta , o curva , secondo il gra- 
do dell’ equazione. 

78. La linea che è il luogo di uua equazione , gode dun- 
que della proprietà che ogni punto ch’essa racchiude, ci db nelle 
coordinate i valori di x e di y , che debbono essere una so- 
luzione dell’ equazione. 
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Ricerca del luogo delT equazione di primo grado a due 
indeterminate. 


79. L'equazione del primo grado a due incognite, nella 
sua massima generalità è My = N# -j* P , dividendo per M 
essa diventa 

N P 


y~ 


— x + — 
M M 


N P 

e facendo — =r a , i, questa equazione si riduco 

M M 

ad y = ax b •> 

nella quale a e b possono rappresentare quantità positive , ne* 
gative o nulle. Esamineremo successivamente tutti questi casi* 
Supponiamo in primo bzso, ed a positiva , avremo l’equa* 
itone 

f — ar , 

la quale ci dà la seguente proporzione 

i 

x : y : : t : a. 

Dunque la linea che rappresenta il luogo di questa equa- 
zione deve aver la proprietà , che sempre 1’ ascissa sia all’or- 
dinata nel rapporto costante di i ad a. Per conoscere ciò che 
significa questa costarne a , fo x i , e l’equazione y zxtax 
diventa y — a , dunque la costante a è C ordinala che corri- 
sponde ad x r= i . 

8o. Avendo fissato il punto A (Fig.u6) per origine^ ed AX per 
asse delle ascisse , se si prende uu'ascissa AI uguale all’ unità li- 
neare , e che si elevi la perpendicolare IG , dall’ estremo I 
eguale ad a \ la linea retta AC che passa per l'origine , e pel 
punto G , sarà il luogo dell’equazione y — ax : In fatti , se 
da un punto qualunque M di questa retta si abbassi la per- 
pendicolare MP , e die si chiamino AP, x , ed MP , y , in 
tal caso i due triangoli rettangoli simili APM , AIG , daran- 
no la proporzione 

AI : IG : : AP s PM 


ossia i : a : : x : y 

dalla quale si ricava y — ax, equazione di una retta che pas- 
sa per r origine. 
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81 . I Geometri dicono 'che a è la tangente trigonometrica 
dell’ angolo MAP , che questa retta fa con 1’ asse delle ascisse. 
Ed in vero , supponendo il raggio delle tavole eguale all’ uni- 
tà , se si paragoni il triangolo AGI ad un triangolo simile co- 
strutto col raggio delle tavole , si avrà la proporzione 

AI: IG.*: raggio: tangente ‘delle tavole 
ossia 1 : a : : i : tangente GAI 

e perciò sarà tangente GAI =r a. 

82 . Quando la linea retta non passa per 1’ origine , essa 
deve incontrare 1’ asse AY , ( Fig . 27 ) ovvero il suo prolun- 
gamento AY' , ed in quest’ultimo caso deve tagliare l’asse 
delle ascisse. Esaminiamo il primo caso. 

Siano dunque AP e PM le coordinate x ed y di un punto qua- 
lunque M preso su di una retta BC, (Fig. * 7 ) che taglia l'asse del- 
le ordinate nel punto B. Tiriamo per 1’ origine A la retta AD 
parallela a BG } egli è evideute che 

PM , ossia y — PD DM (I). 

La parte PD di questa retta può essere considerata come 
1’ ordinala che, nell’equazione della linea AD corrisponderebbe 
ad AP ~ x. 

Per determinare questa equazione , la retta AD passando per 
l’origine, basta (art. 8 t.) di aver la tangente trigonometrica 
dell’angolo DAX ; ora, la retta AD essendo parallela a BC, 
1’ angolo DAX eh’ essa forma con 1’ asse delle ascisse , c ugua- 
le all’ angolo COX che la retta BC fa col medesimo asse. Chia- 
miamo a la tangente trigonometrica di quest’ angolo COX , 
sarà dunque anche a la tangente trigonometrica dell’ angolo 
DAX. Dal che ne segue che la retta AD ha per equazione 
( ar, -79 )i y — ax. L’ ordinata y di questa equazione diven- 
tando PD , quando si prende x = AP , si avrà perciò 

PD = ax. 

Il parallelismo delle medesime rette BC , ed AD porta an- 
cora che DM=AB. Chiamiamo b questa porzione AB del- 
l’asse delle ordinate , compresa tra l’origine e l’ incontro del- 
la retta BC , e sostituigliarao nell’ equazione (I) i valori che 
abbiamo trovato per PD, e per DM : avremo in fine y — ax-\-b ì 
equazione della retta che taglia l'asse delle ordinate. 

83. Se la retta taglia l’asse delle ascisse, e per conseguen- 
za incontra il prolungameuto di quello delle ordinate , come 
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nella Fig. 27. in cui questa retta è rappresentata da B'C' , 
tiriamo AD parallela a B'C'. 

L’ ordinata PM* ossia y = PD — - DM* (K). 

Sia a la tangente dell’ angolo C'O'X , che la retta B'C' fa 
con l’asse delle ascisse: l’angolo DAX formato dalla paralle- 
la AD , avrà la slessa tangente , e si troverà , come nell' ar- 
ticolo precedente , che se , nell’ equazione della AD , che pas- 
sa per 1 ’ origine , 1 * ascissa * è rappresentata da AP , si avrà 

PD — ax 

Se si chiami b la parte AB* prolungata dell’ asse delle or- 
dinate fino all’ incontro della retta B' C , siccome a cagioa 
delle parallele B'C', ed AD si ha DM' == AB' =: A , perciò 
sostituendo questi valori di PD e di DM' nell’equazione (K.), 
si troverà y zxzax — b , equazione della retta che taglia l'asse 
1 ielle ascisse. 

84 > Fino a questo punto abbiamo sempre considerato die 
la tangente trigonometrica dell’angolo che la retta di cui par- 
liamo forma con 1’ asse delle ascisse , fosse quella di un augo- 
lo acuto DAP (Fig. 27. ) : ma se 1 ’ angolo (*) diventasse ot- 
tuso , in tal caso la trigonometria ci dice che la tangente A 
sarebbe negativa ed eguale a quella del supplemento di que- 
st* angolo ; 

le equazioni y — ax , diventerebbero y — — ax 

y = ax -f- b y — — ax b , 

y = ax — A, . . , . . . . y — — ax — b. 

85 . Si può pervenire in una maniera più diretta a queste 

ultime equazioni. 

In primo luogo , siano le coordinate di un punto della ret- 
ta BC, AP = i, PM=y , (Fig. 38.) la costante AB — b 
ed a la tangente trigonometrica dell’angolo acuto , supplemen- 
to dell’ angolo BCX che la retta BC fa con 1 ’ asse delle ascis- 
se. Paragonando il triangolo BMQ a quello delle tavole , si 
avrà la proporzione. 


(*) Quando parleremo delTangolò che una retta CB {Fig. 28) 
fa con V asse delle ascisse , senta specificare se si traila del - 
V angolo BCX , o del t angolo BCA , noi intenderemo sempre 
Vangalo BCX che tiene la sua apertura verso la destra. (L' Aut-J 
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t ; a : : QM : BQ , 
ossia i : o : i x : BQ ; 
e perciò sarà BQ 2= ax. 

Ciò posto , si ha evideu temente P M — AB — BQ , e met- 
tendo i rispettivi valori , si ha y=.b—ax , cioè 7'=— -nx-j-i, 
equazione della retta BC , che forma un angolo ottuso con 
f asse delle ascisse. 

Questo risultato è conforme al precedente 5 poiché esso ci 
dice che nell’equazione yx=ax-\-b , si deve prendere negativa- 
mente la tangente dell’ angolo acuto , supplemento dall’ angolo 
ottuso che forma questa retta con l’asse delle ascisse. 

86. In secondo luogo, siano sempre a la tangente trigonome- 
trica dell’ angolo acuto , supplemento dell’ angolo ottuso che 
fa la retta BE (Fig.29) con 1 ’ asse delle ascisse 5 b il valore 
assoluto di AB , cioè a dire il suo valore numerico , indipenden- 
temente dal segno dal quale dev' essere affetto : e chiamando 
AP , x ; PM ì y f ed osservando che y cadendo al di sotto 
dell’ asse delle ascisse il suo valore dev’essere negativo (ari. 74)1 
si avrà perciò 

y — — PM= — (PD+DM)=± — (PD-f AB)= — (PD-fA). 

Per determinare PD , paragoneremo il triangolo Al’D a 
quello delle tavole , e la proporzione 

1 : a i : x : PD 
ci darà PD zsz ax. 

Sostituendo questo valore , avremo 

y = — (ax + b) , 

ovvero y ss — ax • — b , equazione della reità che 
forma un angolo ottuso con la direzione dell' asse delle ascisse , 
e taglia il suo prolungamento. 

87. Se nell’ equazione y 5= ax -f - b , si fa x — 0 , 1 ’ equa- 
zione risultante y — b non potrà pih determinare che un pun- 
to B (Fig.27). La posizione di un punto essendo fissata quan- 
do si conoscano i valori « e |3 delle coordinate x ed y di 
questo punto, cioè a dire allor quando si hanno le equazioni 
r=«, jrszP , si è dato perciò a queste equazioni il nome 
di equazioni del punto. 

Egli è chiaro che , nel caso attuale , a— o , g — b. 

In fine a può essere zero, senza che x lo sia: allora ezib Questi 

£0 ut. ha dal ì 
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* y — * 0 

due valori di a e b riducono quello di x— a — . Dunque * 

a o 

è indeterminato j e poiché y non ha che un valore b , si de- 
ve perciò conchiudere , che a qualunque ascissa che si prenda, 
corrisponde sempre P ordinala b ; la qual cosa ci d. mostra 
che la retta in questo caso , dev’ essere una parallela all asse 
delle ascisse , tagliando l’asse delle ordinate ad una distanza b 
dall’ origine. Questo parallelismo è d’altronde evidente , poiché 
l'angolo che la retta forma con l’asse delle ascisse è uullo , 
per essere la sua tangente zero. . . 

Finalmente , se nell’ equazione y = ax-f- b , a e infinita , 
l’angolo COX (Figa5) diventa retto , allora il punto P si con- 
fonde col punto O; 1’ ascissa non ha pih che un valore AO , e la 
retta CD diventa una parallela all’ asse AY delle ordinate. 

88. Risulta da quanto precede , che , considerando le co- 
stanti a , e b dell’ equazione y — ax b come suscettibili di 
poter rappresentare delle quantità positive , negative , o nulle , 
le equazioni di tutte le linee rette ( secondo i casi ) entrano 
in quest’ ultima y = ax -+• b , qualunque sieno le posizioni 
differenti di queste rette, ed è perciò che si dice chey — ax-\-b 
è 1 equazione della linea retta. 

Dell' equazione della linea retta assoggettata a 
passare per de' punti dati. 


'8q. Fino al presente la posizione della retta da noi consi- 
derata è stata fissata col mezzo delle costanti a e b. La prima 
determina 1’ angolo che fa la retta con l’asse delle ascisse ; e 
la seconda determina il punto d’ intersezione dell asse delle 
ordinate con la medesima retta , ovvero, ciò eh e lo stesso , 
determina il punto che ha per coordinate o e b. Egli e evi- 
dente che la posizione di questa retta ha dovuto essere fissata, 
da che si è dato un angolo ed un punto conosciuto median- 
te le sue coordinate. , 

Generalizzando questa idea , in luogo di dare il punto sul- 
1’ asse delle ordinale , si può stabilire questo punto in un luo- 
go qualunque , e trovare I’ equazione della retta che passando 
per questo punto , faccia un angolo a con 1 asse delle ascisse. 
F Sieno « e f» le coordinate di questo punto : q uanl “°T* 

s’ignori ancora l’equazione di questa retta , la sua po»»«oM 
essendo però fissata da queste due condizioni e non suppo- 
nendo che la tangente a dJl’ angolo eh essa facon 1 asse del 
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)e ascisse sia infinita , caso in cui quest' angolo è retto , v per 
conseguenza in cni questa retta è parallela all' asse delle ordi- 
nate , si concepisce facilmente che questa retta nella sua di- 
rezione deve incontrare 1’ asse delle ordinate. 

Chiamiamo b la distanza incognita dell’ origine al punto in 
cui questa retta incontra la direzione dell' asse delle ordinate i 
questa retta avrà dunque per equazione 

y — ax -j* b . . . . (L). 

E poiché il punto ( s ) «, p è sulla retta , ne segue che dan- 
do ad x il valore particolare d , dovrà essere y—p , e per 
conseguenza 1’ equazione di sopra diventerà 

0 = ; 

dalla quale si ricava A — p » 

Sostituendo il valore di questa costante nell’equazione (L) , 
essa diventa 

y — asé — nie-f-p. 

Facendo passare p nel primo membro , e mettendo tra le 
parentesi ^la quantità che sta moltiplicata per a nel secondo 
membro , si ottiene 

y — 0 — a ( x — d) .... (M), equationé 
della retta assoggettata a passare pel punto u , 0. 

9°. Quando una linea è assoggettata a passare per due pun- 
ti , si concepisce bene che la posizione dovrà essere fissata. 
Rappresentiamo sempre l'equazione di questa retta don yzxzax-\~bi 
e cerchiamo di determinare i valori di a e A, mediante le coor- 
dinate de’ due punti dati. 

Sieno a , , /? le coordinate di uno di questi punti : d , A 1 
le coordinate dell’ altro. 

Questi punti essendo per ipotesi sulla retta i la cui equa- 
zione è y — ax + b ì e *si daranno luogo alle due equazioni 

4 = a a + b . , . , (N) , - 

P' = a d' -+■ b . . . , (O). 

Sottraendo l’equazione (N) dell’ equazione (O)j e ricavan- 
do il valore di a dall’ equazione che ne risulta , si troverà 

a = . 


( ) Per maggior brevità , chiameremo da ora in avanti d , 
# il punto le coordinate di cui sono d t e fi. ( L'Aut. ) 
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Bi sognerà sostituire questo valore in una delle equazioni (N) 
ed (O) , onde ottenere quello di b. Ma vi si perviene più pron- 
tamente, moltiplicando l’equazione (N) per «', l’equazione (O) 
per tt , e sottraendo 1’ una dall’altra, si avrà 


' 0 — et 0 1 — b J — b et, 


dalla quale si ricava 


et' 0 — et 0 ' 


I valori di a 
danno 


a — * 

l sostituiti nell’equazione y = ax-f- b , ci* 


fi 1 — fi 

y= * + 


a' 0—m0 


per l’equazione cercata. 

91. Per pervenire ad una equazione molto più semplice » 
si osserverà che , nell’ equazione y — 0 — a ( * — a)* * rt - ® 9 > 
di una retta assoggettata a passare per un punto , la costante 
a è arbitraria : ma quando la retta deve passare per due pun- 
ti , allora 1’ angolo determinato da questa costante , cessa di es- 
ser» arbitrario. Ed in fatti , il valore dì osi è trovato in funzione 
delle coordinate de’ due punti quando si è trovato (art. 90) , 

0 ‘ — 0 

a — * . Se si sostituisce dunque questo valore nell equa - 


none y 
golo necessario 
e si avrà 


0 — a (x — et ) , si assoggetterà la retta a fare 1 an- 
ario , affinchè la medesima passi pel punto « j 0 » 

y — 1 3 — ( x — et) (?) s equazione del- 

eì — « 

la retta assoggettata a passare per due punti. 

Questa equazione si comprende in quella dell articolo 90 , 
facendo passare il valore di 0 nel secondo membro , riducen- 
do al medesimo denominatore , e cancellando le quantità c e 
si distruggono. 

9 ». L’equazione (P)' è simmetrica per rapporto a 1 uno ed 
all’altro punto; cioè a dire , che le coordinate <i , 0 entrano 
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nello nesso modo che le coordinale a, fi In fatti , se si sot- 
trae da ciascun membro fi' — fi , affinchè il primo membro 
ti riduca ad y — fi' t V equazione (P) diventerà 

fi' — fi 

y-fi'-~ (*-*)-( fi'- fi). 

« — a 

Sviluppando il secondo membro , riducendolo in seguito al 
medesimo denominatore , e cancellando i termini che si distrug- 
gono , verrà 


J — fi' = 


'-fi , 


a? — a 


r — fi fi> — fi 

- — «'= (*-«') 


* — « 


Moltiplicando per — i i due termini della {razione 
il che si riduce a cangiare i segni , ti ottiene 


fi' 


— <* 


y — fi' — 


fi — fi' 


a — </ 


(*— «')> 


r::Z Che ’•* la , sles , sa che r e< ì ua2 ‘ one ( P ) , nella quale si 
cangerebbe « in *' , in fi ia fi ’ , \ n \, ujndi 

?•. un fi uc 5,a <* posinone de' punti dati , si pub prendere ar~ 

crrr/r/ ^ ^ . a < — «*- 


-I perviene alla medesima conchiusione , senza calcolo 

. ;° j P“ lchc quando , art. 90 per determinare le costanti 

zioni * 1_ equa *‘°” e .X — 1 abbiamo impiegato Jeequa- 

ma form7~ t b - ’ ^ = a «' ~f £ , che sono della medesi. 
. . e slal ° ln nostra libertà di adottare per uno di que- 

punti le coordinate «, fi, o le coordinate J , fi' ■ 

to r" ""r/VT ' lu *" d '"' 5 

e ni’d L f equa . :t,0ni deI,e r «‘e assoggettate a passare per uno, 

consideri • punl,, P°* S0I1 ° ancora dedursi immediatamente dalle 
considerazioni geometriche , nel modo seguente. 

con h. T 3 rett * Fm’ ( F 'S- 3o ) formando un angolo DC£ 
irezioue dell asse delle ascisse , la cui tangente sia a 

datJ T * m0 * e ^ le coordinate A b] BC di un 8 punto V’ 
un n 1 que * l . a reUa 1 ed X, y le coordinate Al’ , PAI dì 
pun o qualunque AI di questa retta. Paiagonaudo tl 
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golo rettangolo CQM a quello delle tavole , che ha l’ uniti 

per ipotenusa , avremo la proporzione 

i ! a j CQ : QM , 
ossia i : a : : x — a : y — fi \ 

e perciò sari y— fixza(x — 
equazione della retta assoggettata a passare per un punta. 

g5. Se si chiamino J e fi 1 le coordinate AL , LD di un 
altro punto D , si potrà stabilire la proporzione 

i : a : : CE : DE , 
ossia i : a ; : J — a : fi 1 — fi ; 
dalla quale si ricava 

fi' -fi 

a— 

a 

Sostituendo questo valore nell’ equazione precedente , si avri 

fi' —fi 

y — fi — ■ ( * — «) (P) , 

J — et 

equazione della retta assoggettata a passare per due punti. 

96 . Se 1’ angolo che la retta CD ( Fig. 3i.) fa con la dire- 
zione dell’asse delle ascisse , fosse ottuso ( vedete la nota del- 
l’art.84), sarebbe DCE il suo supplemento , che avrebbe una tan- 
gente eguale trigouometrica , la quale noi la rappresenteremo con 
o, e, conservando i medesimi dati, si avrà la proporzione 

tisi: CQ : QM , 
ossia 1 : a : ; a—x : y — fi } 
dalla quale si ricava 

y—fi= a (m—x) t 
ovvero y — fi — — a (x — «e). 

97 . Finalmente, se un altro punto D fosse , dato mediante 
la sue coordinate j , fi' , paragonando il triangolo DCE a 
quello delle tavole , si avrebbe la proporzione 

» : a : : CE : DE , 
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ossia t ; a : ; a — <*' '• fi 1 — (Ir 
cioè 1 : a : : — ( «' — *)• &' — & '•> 


e si ha 

ff -fi . 

a =5 , e cambiando i segni verrà — a — 

e! — a. 



Sostituendo questo valore nell'equazione dell’articolo 76,91 
avrebbe • 

y — B — (* — «)• 

«e' — a 

9 8. Siccome questa equazione è la stessa che quella che da noi 
si è trovata all’art. 91 e 95, per una retta che fa un angolo acuto 
con l’asse delle ascisse , si potrà conchiudere che questa equa- 
zione ha parimenti luogo sì per un angolo acuto , che per un 
angolo ottuso. 

99. Si darà la medesima generalità all’ equazione y — £ =3 
n( * — *), adottando tacitamente che a possa rappresentare una 
quantità positiva nel primo caso , ed una quantità negativa 
nel secondo. 

100. Quando, in quest’ultima equazione , si fa et — 0 5 P — 
essa diventa y — b=z ax , ovvero y — ax -f- b , che è l’equa- 
zione di già trovala , art. 88 , per essere quella della linea retta. 


Dell' equazione di una perpendicolare , e di quel- 
la di una parallela ad una retta della quale 
è data V equazione. 

101. Si è veduto nell’articolo 90 , che la linea assoggettata 
a passare per un punto et . g . poteva pa 353 ra ancora per un 
secondo punto ** , g 1 , allor quando si disponeva di a con- 
venientemente a tal condizione ; si può d jg^rniinare parimenti 
o con qualsivoglia altra condizione. 

ioa. Proponiamoci di trovare requa! di una retta BC 

(Fig. 3 a) assoggettata a passare per v tn punl0 dato I , e ad 
essere perpendicolare alla linea retta O £ c / ie ha per equauone 
y — ax -{- b . 

Sieno « e g le coordinate AH , e 4 HI del punto I , ed a’ 
il valore assoluto della tangente trigo ^metrica dell’angolo CUX, 
che questa perpendicolare fa con 1 ’ ^ Jslle ascisse : quest’ ant- 
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polo , nel calo in cui a è positiva , sarà sempre ottuso , poi- 
chè e«so è eguale alla somma degli angoli OCB e COB, de' 
quali OCB si è supposto retto. L' equazione della retta CB 
die passa pel punto » , $ sarà dunque , art. 96 , 

y — 0 — — a 1 (*—«). 

Nessuna circostanza particolare fa distinguere ancora questa 
equazione da quelle che in generale li ottengono per tutte le 
rette che passando pei punto « , 0 formano un angolo ottuso 
con 1’ asse delle ascisse. Ma osserviamo che a' essendo ancora 
la tangente dell’ angolo CBO , supplemento di CBX ; e CBO 
essendo complemento di COB, ne segue che tangente CBO =3 
cotangente COB. Ora , tra la tangente e la cotangente T* 
esiste questa proporzione 

taug : 1 : : 1 : co/, 
dunque a : 1 : : 1 : «f , 
dalla quale si ricava 

1 

a 

Sostituendo questo valore nell'equazione trovata , si avrà 
1 

y — 0 = — — (ai — « ) . . . . 0Q)i equazione di 
a 

una retta che è perpendicolare alla linea retta la cui equa- 
zione è yc=zax-\-b , e che passa pel dato punto « , 0 (*). 

io3. L’equazione della perpendicolare CB , si è trovata 
dietro i principii esposti precedentemente. Passo a darne una 
dimostrazione più diretta. 

Siano x ed y le coordinate AP e PM (Fig.32) di un punto 
qualunque M della retta CB perpendicolare a CO , e siano « , 0 
le coordinate AH , ed HI del punto I. 


(") Dunque affinchè due rette y=3 ax-|- b , ed y = a' b # 

1 

siano tra loro perpendicolari , i d'uopo che si abbia a'= — 


a 

ossia aa'-4* 1 =0. Quindi si potrà stabilire che due rette sa- 
ranno tra loro perpendicolari, qualora il prodotto delle tangen- 
ti trigonometriche degli angoli eh,' esse fanno con 1 ' asse delle 
atcisic , più (unità, è eguale a zero. ( Il Traduttore ). 
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I triangoli simili IlIB , PMB , danno la proporzione 
PB : PM : : HB : HI , 
ossia *+HB — *:j : : HB : fi • • • • (®0 » 
nella quale bisogna mettere il valore di HB che determinere- 
mo in questo modo. _ _ _ 

La tangente trigonometrica dell’angolo COB e a, e, se 
tira alla retta CO la parallela IK , 1’ augolo IKB avra la me- 
desima tangente a , e si avrà la proporzione 

ì : o : : KH : fi , 


fi 

che ci dà KH = — . 

a 

La linea HI essendo una perpendicolare abbassata dal ver- 
tice dall’ angolo retto KIB sulla ipotenusa , sarà media pro- 
porzionale tra i segmenti KH ed HB , e per conseguenza si 
avrà la proporzione 

KH : IH : : IH : nB, 

fi 

ossia — : fi : : fi : HB ; 
a 

e perciò sarà HB = a fi. 

Sostituendo questo valore nella proporzione (R) , essa diventerà 
* + n /5 — x : y : : a fi : fi 
cioè — x : y • : « :i i 

dalla quale si ricava 

ay — * -f- ofi — * j 

facendo passare afi nel primo membro , ed osservando che a 
è fattore comune de’ due termini si ha 

«( y— 0 ) = « — *> 

dividendo per a, 

i 

y — fi—— (« — *)> 

a 

e poiché * — x — — (a: « ) 

si avrà infine 

1 

y — fi — (*—•), 

a 

equazione che è precisamente quella dell’ articolo precedente. 
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/ I 

io4- Se , nell’ equazione y — p = ( * — « ) 

a 

&ifa0 = £,ed«=o,si avrk 

* x 

‘ y — b •=. — — , ossia y — 1~ * , 

a a 

per 1’ equazione della perpendicolare ES (Fig.33 ) sulla reità 
OE al punto E io cui questa retta OE taglia 1’ asse AY del- 
le ordinate. 

105. Quando si tira una parallela alla linea retta rappre- 
sentata dalla equazione y rs a x -}-è , questa parallela , for- 
mando necessariamente il medesimo angolo coll asse delle a- 
scisse , deve aver per coefficiente di x nella sua equazione la 
medesima tangente trigonometrica , cioè a dire , die rappre- 
sentando l’equazione della parallela' con y -zx a'x -f- b 1 , biso- 
gna che sia a— a 1 . Non è lo stesso delle costanti b e è* poi- 
ché se esse fossero eguali , le due linee taglierebbero 1 asse 
delle ascisse nel medesimo punto, e siccome a— a' , esse 
per conseguenza prenderebbero la medesima direzione e si con- 
fonderebbero , il che è contra 1’ ipotesi , poiché sono di- 
stinte queste parallele 1’ una dall’ altra. 

Dell' espressione della distanza di due punti. 

106. Conoscendo le coordinate di due punti , non solamen- 
te esse ci danno 1’ equazione della retta assoggettata a passare 
per questi due punti ; ma possono ancora servire a determi- 
nare la distanza di questi due punti. 

In fatti , sieno ( Fig. 34 ) AH = « , HC = /? j se si chia- 
mino x , ed y le coordinate 

d el punto D, . . CD, o a=V^ a ,_ (X )._j _ (^ — £)• ; 

del punto D', . . CD', o 

del punto D", . . CD", o i=V(*_x )’+(/? — 

del punto D'", . CD"', o * = V )s _|_( . 

Questi quattro valori di z sono eguali , poiché 

( * 7* * = ( * “ * )* » e che ( y — /3 )* = ( fi — y )*> «>- 

me e tacile assicurarsi esaminando gli sviluppi di questi pro- 
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dell' equazione del cerchio 

dotti : dunque * = (*) V ( x — et )* -f- ( V — fi )* • • • 
è r espressione generale della distanta del punto « , fi al pun- 
to x , y. 

Dell’ equazione del cerchio. 


105. Siano « e fi ( Fig. 35 ) le coordinate AH , ed HC del 
centro di un cerchio , x ed y quelle di un punto qualunque 
della circonferenza. La proprietà del cerchio essendo che la 
distanza di questi due punti ( de' quali nè abbiamo trovata 
l'espressione , art. 106 ) sia costantemente eguale al raggio 
a , ne risulta perciò che 

a = V(x — * )’ + (y—fi (T) , i l'equa - 

zinne la più. generale del cerchio. 

108. Questa equazione si semplicizza , allorquando l’origine 
E è preso aH’estremilb A del diametro (Fig. 36 .) ; poiché allora 
1 ’ ascissa dal centro * =n, e l'ordinala fi —o. Sostituendo questi 
valori nell’ equazione (T) elevata a quadrato , riducendo , e 
ricavando il valore di y , si otterrà 

y 1 =z 2 a x — x* , equazione del cerchio quando 
T origine è alf estremità del diametro. 

109. Si perviene ad un’equazione molto più semplice facen- 
do w =:o, efi~o; allora l’origine è al centro, e l’equa- 
zione generale elevata a quadralo , diventa 

a* — x'-\- y* , ossia y* a’ — **, equazione del 
cerchio quando 1 ' origine è al centro. 

110. Se si volesse sapere come si può applicare all’ equa- 
zione y 1 — 1 ax — x' il processo che noi abbiamo seguito , 
art. ja, «sei costruire per assegnazione di punti il luogo di una 
equazione, bisogna dividere a in parti eguali. Per esempio , 
se si prende a di cinque parti eguali , si farà a “ 5 nell’equa- 
zione y’ =; a a x — x’ , e ricavando la radice , si troverà 

y — li: V \ox — x 1 , 


(“) Non mettiamo il doppio segno avanti al radicale . , 
perchè i due punti essendo dati di posizione noi non determi- 
niamo che il valore assoluto della loro distanza (L' Aut.) 
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Questa equazione dimostra , che per ogni valore di x , ri 
saranno due valori di y , che debbono portarsi ( Fig. 36. ) in 
sensi contrarii. 


Facendo 

si troverà 

valori 

valori 

successivamente 

per y 

positivi 

negativi 

H 

II 

O 

• r. 

O 

II 

• - * . 

. . . . 

X — 1 , . . 

• y = i 3 ; 

y—pn • • 

. y = pn 1 

X -- ■ - 2 ^ • • 

• y = rt 4 ; 

c' 

II 

«-e 

II 

-0 

x — 3 , . . 

. y ~ — t- V I7 » 

y ~rn . . 

* 

II 

x = 4, • ■ 

II 

1+ 

< 

t 1 

y — sn . . 

. y = sn 1 

x — 5 , . . 

• y — — 5 ; 

y — tri . . 

*c 

II 

x - _ _ 6 j . • 

• y = rt VTi 

y — un . . 

. y = un. 1 

* = 7> . . 

. y = H tV»Ti 

y =vn • • 

. y — rn* 

x zxz Bj . . 

tl 

II 

y = zn . . 

. y =s in* 

x = 9, . . 

• y =— 3 i 

y = kit . . 

. y = kn 1 

x — io y . . 

. y=z ~ t 0 ; 

• • • • 

. . . . 


Avendo determinati i punti disegnati da n , e da n' si potran- 
no trovare degli altri piu prossimi , dando ad x de’valori in- 
termedi! , come nell’ articolo ^3. In fine si dimostrerebbe co- 
me nell'articolo 7 5 , che tutti i punti che corrispondono a’va- 
lori compresi da x — o , fino ad x =z 5 , e da x= 5 , fino 
ad x = io formano una linea continua. 

Delle coordinate de' punti d' intersezione 
delle linee. 

111 . La maggior parte de’ problemi di geometria* si raggi- 
rano sulle proprietà che risultano dall' intersezione delle linee 
rette cou delle altre linee rette , o con la linea circolare. 

Egli è dunque sovente utilissimo di conoscere le coordinate 
del punto d' incontro di due linee , per poter determinare , me- 
diante un altro punto , o di una seconda condizione , la gran- 
dezza e la posizione di queste linee. 

Allor quando sono date le equazioni di due linee , e che 
$i considerano x ed y come rappresentando la medesima ascis- 
sa , e la medesima ordiaata nelle due equazioni , con ciò si 
viene chiaramente a stabilire che x ed y siano le coordinale 
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del punto d’intersezione: per conseguenza eliminando successi- 
vamente x ed y , i valori che si otterranno saranno le coor- 
dinate del punto iu cui queste linee possono incontrarsi ; va- 
lori che non potrebbero numericamente valutarsi , se le linee 
non s' incontrassero giammai , come lo vedremo nell’ articolo 
seguente. 

112 . Siano 

y = a x -|- b P equazione della retta BC ( Fig. 3j ) , 
y :== a!x -f- V l’equazione della retta DE. 

Eliminiamo x tra queste due equazioni. A tale oggetto , si 
moltiplichi la prima per a! , e la seconda per a ; sottraendo 
quest' ultima dall' altra , e dividendo pel coefficiente di y , si 
ottiene 

a! b — aV 



Sostituendo questo valore nella prima equazione , indi mol- 
tiplicando per a< — a, onde far svanire il denominatore, e ri- 
cavando il valore di x , 4i trova 

b — b' 

x — 

a' — a 

b — H a'b — ab' 

I valori , , sono le coordinate del punto 

a.' — a a' — a 

F della linea BC , poiché questi sono i valori particolari che 
possono prendere x ed y nell’ equazione y — a x b di que- 
sta retta. Ora , queste coordinale del punto F essendo parimenti 
due valori particolari di x ed y dell'equazione^ — a' x -4* b 1 
della retta DE , dunque il punto F appartiene ancora alla 
retta DE ; dal che segue che questo punto F non potrà 
essere sull’ una , e sull’ altra linea se non quando esso rappre- 
senta il loro punto d' incontro. 

si 3. Le rette non possono giammai incontrarsi , allorquan- 
do esse sono parallele ; ma in tal caso esse formano degli an- 
goli corrispondenti eguali con 1' asse delle ascisse , dunque ne 
risulta che dovrà essere a=a' , ed i valori di x e di y di- 
venteranno 

b — b' b — b' 

x — = » , y zzz a — » 

o o 


« 


a 
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il che ci dimostra che le coordinate del plinto del loro in- 
contro sono in tal caso infinite , cioè a dire che per quanto 
queste linee si prolungassero, esse giammai potrebbero incontrarsi j 


Applicazione de' principi fondamentali della geo- 
metria analitica alla risoluzione de' problemi di 
geometria. 

PnOBLEMA I. 

1 à « 

u4- Dimostrare che le diagonali di ogni parallelogrammo 
si segano in parti eguali. 


Prendiamo , per origine il punto A (Fig. 38), e da’ pun- 
ti C e D abbassiamo le perpendicolari CE , DF. I triangoli 
ACE , PDF , saranno eguali , e si avrà 

AE = BF , CE = DF 

Chiamiamo AE , x 1 ; CE, y 1 ; AB, x" , 

la linea AD , dovendo passare per i punti A e D , si de- 
terminerà la sua equazione mediante le coordinate di questi 
punti , nel modo seguente. 

Pel punto A, l’ascissa =o , l’ ordinata =r o 

Pel punto D , 1’ ascissa = x" x> , P ordinata rry* 

/i' — P 

Mettendo questi valori nell’equazione y — /3 = 

, . x'—x 

(a:—*). . . . (P) , art. gì , della retta che passa per due 
punti , e considerando che le coordinate « , 0 possono rappre- 
sentare sì quelle del punto A , che quelle del punto D, art. 93 
e g3 , possiamo adottare arbitrariamente una di queste ipotesi 


« = ») /3 = o , ) ( x = x"4- x* 0 = y' 

«'=x"+x', ovvero u# = 0j 0» = o . f 

Adottando la prima , e facendo perciò le sostituzioni ch’essa 
esige , la forinola (P) si ridurrà ad 


■ o == 


y‘ — o 


-/i 


-f-x' — o 


(* — o), 


t 


% 
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y 

ossia ad y sr x , equazione della retta AD. 

x" + x' 

Si troverà similmente 1 * equazione della retta CB , mediante 
le coordinate de’ punti C e B. 

Pel punto C, F ascissa = x’ , F ordinata = y 1 -, 

Pel punto B , F ascissa =5 x" , F ordinata = o. 

Adattando F ipotesi che « , e fi rappresentino le coordinate 
x" e o del punto B , e che per conseguenza K ' e fi' sieno ne- 
cessariamente quelle del punto C , sostituiremo questi valori 
nella formola (P) , e troveremo. 

y — ° 

y — o = ( x — x") 

x'—x'l 


ossia 





( x — x" ) , equazione della 


retta CB. 

Per avere le coordinate AH ed HG del punto d’ intersezio- 
ne delle rette AD , e CB , si considereranno x eà y come aven- 
do i medesimi valori nelle loro equazioni 5 art. m , eguaglian- 
do perciò i valori di y si trova 


y 

*•' -f- 

togliendo il fattore comune jr # 


y 

(x — x" 

X> — X U 


). 


X x — x" 

x"-\- x' X 1 x'i 

facendo sparire i denominatori 

* (*'_ x")=z(x — x" ){x" + x l ). 

Sviluppando , riducendo , e dividendo in seguito per x" , 
si ottiene 

x'+x" 

xz= , . 

2 

Dunque AH ss | AF. Ora i triangoli simili AGII , ADF , 
ci danno U proporzione 
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AH AF : : AG : AD, 
ossia 5 : i : : AG : AD, 
e perciò sarà AG r= | AD. 

Si dimostrerebbe similmente che GB = ; CB. Poiché es. 
sendo il punto H alla metà di AF , sarà fH =r | 
ed HB — FH - BF = | (*"+*')— x' (*"—*') ; da V n' 

altra parie, EB —jJ> — x ' , dunque 

HB : EB : : 1 ( x"-x ' ) : x"—x' : : | : i , 
dunque HB — | EB , e siccome i triangoli simili BCE , BGH 
danno la proporzione 

BG : BC : : HB : EB 

cosi essendo HB = IEB , sarà ancora BG ss i BC. 


Problema II. 


Ii5. Dividere un triangolo CAB (Fig. 39 ) in due parti egu a* 
li , con una retta A D tirala dal vertice A , di uno de * 
suoi angoli , sul lato opposto. 


Prendiamo il punto A per origine , e chiamiamo $ la tan» 
gente trigonometrica dell’angolo incognito DAB ; l’equazione 
della retta AD, che passa per l'origine , sarà , art. Bo. 

y=4> r ri- 


chiamiamo x 1 ed f le coordinate AE , EC del punto C , 
ed x" la base AB. 

Potremo dunque determinare 1’ equazione della retta CB , 
mediante le coordinate, che sono 

Pel punto C , T ascissa ss od .... 1’ ordinala ss y 1 
Pel punto B , r ascissa — x" .... 1’ ordinata — o 
Sostituendo questi valori nella forinola (P) , prendendo le 
coordinate di B per « e per p , avremo 


x'—x" 


(a:—*") , equazione della retta CB. 


(") Si potrebbe ottener questa equazione dalla formala (P) 
art. 91 , poiché se si fa x = 1 , si deve avere , art. 79 , <p 
per l'ordinata- Bisogna dunque cercare l'equazione della retta che 
passa pel punto A , le di cui coordinate sono o , o , e per 
l'altro punto le coordinale del quale tcno 1 ed <p- (L’ Aut.j 
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Se si elimina x ira le equazioni di queste lince Afte GB , 
1’ ordinata f)G del punto G d’ intersezione sarà l'altezza de! 
triangolo ADB , la base del quale è x". A tale oggetto egua- 
gliando tra loro i valori di y , si ha 


f x 


X* —X 11 




e per conseguenza px'x — qx"x ^xy’x— y 1 x* 1 ^ dalla quale 
li ricava 


x 


y' x" 


(C). 


y-px'+px" 

Mettendo questo valore di x nell 4 equazione della retta AD* 
li trova 


y — 




• (V). 


y'—px'-'r**" 

Per avere 1’ aia del triangolo ADB , bisognerà moltiplicare 
questo valore di y per la metà della base x" del triangolo 5 
e li avrà 

!*/*"• 

• — aia del triangolo ADB. 

y'—9*'+px " 

Quest’aia ADB è, per ipotesi , la metà di quella del trian- 
golo ACB, rappresentata dal prodotto § ABxCE, ossia -x"y'\ 
dunque si avrà a 

= lx"y>. 

y'—4> x, + Q x " 

ri J°^' en< *° fattore comune \ x" y' , questa equazione sì 

**" 

yi— t x '+ p x» 

Facendo svanire i denominatori , e riducende si trova 
Q* —y — P** j e ) per conseguenza , 

y' 

* = 

Mouchartai * i 
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Sostituendo questo valore nell’ equazione (U) si troverà 


y> X » 


x" 


(sd'—X 1 ) x"—x > 2x" 

y'+y' 


■ (x'-j- X 1 ') — 


x'-f-x 


.11 


x'+x" 


x'-f- 


•acM 


Mediante questo valore, l’equazione della retta CB ci darà 

y 

y= — ■ Queste coordinate x , ed y del punto D dctermi- 
neranno la linea AD. 


Problema III. 


li 6. Dimostrare che le tre perpendicolari ( Fig.40 ) aliate 
sulle metà eie lati AB , A (J , B C , di un triangolo , 5’ in- 
tersecano in un medesimo punto. 


Conserviamo i dati del problema precedente , facendo AD 
= x' , DC=/ , AB=x". 

Tutta la difficolta si riduce a dimostrare che il punto in cui 
due delle perpendicolari si tagliano, è lo stesso che quello in 
cui una di queste perpendicolari incoutra la, terza. Bisogna 
dunque cercare le equazioni delle tre perpendicolari , c vedere 
se le coordinate del punto d’ incontro di due di esse hanno i 
medesimi valori che le coordinate del punto d’ incontro di una 
di queste linee con la terza. 

A tale oggetto, la perpendicolare PM , passando pel punto 
P , le coordinale del quale sono J x" e o , e facendo con l’asse 
delle ascisse un angolo retto , la cui tangente è infinita , 

cioè a dire — , sarà 1 ’ equazione di PM , art. 89 , 


y = - (*-2x"). 

o 

Si troveranno in seguito le equazioni delle perpendicolari EGj 
FU , cercando quelle delle rette AG , e CB , poiché sarà fa- 
cile di dedurre, art. 102 , il valore del coefficiente di x nelle 
equazioni delle perpendicolari che passano per i punti E ed F, 
quando si conosceranno le coordinate di questi punti. Ora , i 
punti E ed F essendo nel mezzo delle rette. AG e CB , 'i 
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triangoli simili AEK, ACD ci fanno vedere, che essendo AE 
mela di AC, dovrà essere 

AK=i ADrei*' » 

EK=lCD = £/i % 

ed i triangoli simili BFL , BCD , ci fanno Vedere ancora, che 
essendo BF metà di CB , sarà 

LB=|BD=:|( AB— AD ) = §(*" -.r' ) , 

x''+x> 

AL= AB — LB=x" — | (*"—*») = , 

2 

FL — ! CD = |y'. 

Per determinare le equazioni di AC e di BC (*) , mediatile 
le coordinale AK, JIK , AL , FL , noi abbiamo 

Pel punto A, l’ascissa = 0, l’ordinata = o. 

Pel punto E , l’ascissa — \x' l’ordinata sx 

y' 

per conseguenza y = — x è 1’ equazione della retta AC, 
x' 

Similmente , pel punto B , 1’ ascissa = , 1’ ordinata 

x n -^-x' 

== o ; pel punto F 1’ ascissa AL = , 1* ordinata 

y' , * 

FL t = — ; dunque 

a yt 

y — (x—x" ) 

X 1 — x" 

sarà 1’ equazione della retta CB. 

E siccome , in generale , quando 1’ equazione di una retta è 
rappresentata da 

, y = ax-\-b ì 

P equazione della perpendicolare su questa retta , a che passa 
pel punto et , /3 è 

l . 

y — G— (x — a) ; 

a 


(*) Si possono trovare ancora (fucsie equazioni , col mezzo 
delle coordinate de punti A , C e B. (L’Autore) 
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»i<* segue clic per ollenere le equazioni delle perpendicolari AC 
e BC , bisognerà sostituire ad a in questa foratola i coelfici- 

. y‘ / 

enti — ed di x , dati dalle equazioni di AC e di 

BC , e mettere rispettivamente per * e per fi le coordinale 
de’punti E ed F , e si avrà 

x' 

y ~~ ìy'—~ — ( x — \ x> ) ) equazione della perpend. GE j 

y‘ • 

( x' — x" ) f ( x" -j- x' ) X 

y — iy 1 — ^ * — J , equazio- 

ne dell • perpendicolare FH. 

In fine bisogna aggiungere a queste equazioni quella della 
perpendicolare PM , la quale, dietro del calcolo latto al prin- 
cipio della soluzione di questo problema , è 

* = -(*_.»*» ). 

o 


Mettendo nell’ equazione di EG il valore x — j x' 1 ricavato 
da questa equazione di PM , si determinerà l’ordinata del puti- 
to in cui le rette EG , e PM s’intersecano. Similmente sosti- 
tuendo il valore di x — -^ 1 nell’ equazione di FH , si otter- 
rà l’ordinata del punto d’intersezione delle rette PM ed FH. 
Questi due punti d’ intersezione che hanno la medesima ascis- 
sa J x" , non possono dunque essere situati che sulla retta 
PM ; per conseguenza questi punti d’ intersezione non ne fa- 
ranno che un solo , se le ordinate che corrispoudono alla stes- 
sa ascissa 5 x 1 ' sono eguali ; e siccome la sostituzione di x= \x" 
nelle due equazioni di EG , FH , conducono al medesimo 
risultato , 



y' . 2 


1’ eguaglianza de’ valori di y dimostra che le tre linee s’ in- 
contrano nel medesimo punto. 
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117. Conoscendo V equazione y — a x -j- b di una retta CO 
(Fig. 3 a) e le coordinate a e ff di un punto M preso fuori 
di questa retta , trovare l' espressione della lunghetta della 
perpendicolare abbassata dal punto «e , '/} sulla retta data. 

Se si conoscessero le coordinate x ed y*del punto C d’ in- 
contro, il valore di CM dato dalla formula art. 106 r 

CM = \/(*-«)’ + (y-0)’, 

sarebbe intieramente determinato. Ora , le coordinale del 
punto C d'incontro si determinano, art. tu , eliminando 
successivamente x ed y tra l'equazione data y ~ a x b , 
della retta CO , e 1 ’ equazione della perpendicolare CM , che 
ci occuperemo a determinare. 

A tale oggetto, essendo a la tangente trigonometrica del- 
T angolo che CO fa con l’asse delle ascisse, ne risulta , art. toa , 

t 

che — è la tangente trigonometrica dell’ angolo che la per- 
ii 

pendicolare CM fa col medesimo asse , e siccome , questa 
perpendicolare passa pel punto M , le cui coordinate a, e fi so- 
no date , ne segue che l’equazione della perpendicolare CM sarà 

i 

y — d— (*— « )• 

a 

Si otterrà dunque l’ascissa AD del punto C d' intersezione delle 
rette CO e CM , eguagliando i valori di y ricavati dalle loro 
equazioni , e si avrà 

1 

(* — «). 

a 

Facendo svanire il denominatore a , e facendo passare le 
incognite nel njedesimo membro , verrà 

ai-j-a/S, 

e per conseguenza 

* — ab -f- a fi 

m s= ; 

«’-f 1 
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Sottraendo a da ambi i membri , e riducendo in seguito il 
secondo al medesimo denominatore, cancellando i termini che 
si distruggono, si trova 

a fi — a 1 * — ab a ( fi — a et — b) 

x — a— — 

a> + ‘ a* + i 

lare^c? ^P ress ' one sostituita nell’ equazione della perpendico- 


(fi — a et — b ) 

y -fie= — — . 

a’ -f- t 

• ^ e ** e . n ^° < l uest ‘ valori di x — et, e di y — nell’espres. 
sione di CM , ed osservando , rispetto a quello di y — fi . 
che il segno negativo che lo affetta diventa positivo nel suo 
quadrato, si avrà in fine 


CM — \ / — aof— b)'-\-((j — a a — b)' 

y («*+»)* 

__ (a»-f i )(ff — a et — by _ fi — a a — b 

V ( a 1 + » )* V^+7 » 

espressione della perpendicolare abbassata dal punto a , fi sul- 
la retta rappresentata daW equazione y=z ax-f- b (*). 


fi — a et — b 

(’) Se nell'espressione y-. ^ fosse fi < a « + b , 

in tal caso questa espressione sarebbe negativa , il che è as- 
surdo , poiché questa espressione indicando il valore assoluto, 
della perpendicolare , essa de» essere sempre positiva ; oltre 
di che , conoscendosi il punto a , fi si conosce a priori se 
questa perpendicolare cade, sotto o sopra della retta data CO. 
Quindi ad oggetto di stabilire una maggiore, esattezza nell'es- 
pressione di CM , osserviamo che il radicale y 'f j ~ ' 

dev essere affetto dal doppio segno -- , e che perciò lespressio - 

fi — a a — b 

ne di CM sarà CM ut r~“. Dovendo poi esse- 

Va 1 + i 


Digitized by Google 


55 


APPLICAZIONE DE’ PRINCIPU 

• b 

Problema V. 

11S. Determinare Vaia di un triangolo ABC ( Fig. 4 * ) P er 
meno delle coordinate de' vertici de' suoi angoli. 

Meniamo il vertice A all ’ origine , in cui le coordinate sono 
o , e o ; chiamiamo x' , y 1 le coordinate del punto B , ed x' 1 , 
y" le coordinale del punio C. 

L'equazione del lato IiC , dietro Funicolo 95 , è 

y" — y' 

y —y' = (* — *')> 

x" — x' 


re questo valore di CM sempre positivo , si scieglierà fierciò 
il segno + , » il segno — , secondochè sarà necessario per 
fare che questo valore fosse positivo. In conseguenza se il nu- 
meratore fi — a « — h è positivo , ossia se fi > a * -}- b, dovrà pren- 
dersi V espressione di CM col segno -f* , dovrà prendersi poi col 
segno — , se (3 — a» — b è negativo , ossia se fi < a « -f- b. 

Sarà facile conoscere a priori se fi — a a — b . debba esed- 
re positivo , o negativo. Infatti nell' equazione y — a x b di 
C Ó,(f]g A tav.7) mettiamo per x l'ascissa « del punto M. avremo 
il valore di y , rappresentando l' ordinala PQ che passa pel 
punto M , e sarà PQ ~ag-\-b. Ma essendo il punto dato 
M al di sotto della retta CO , sarà evidentemente PM PQy 
cioè sarà fi <^a *-{- b. Dunque il numeratore dell'espressione di 
CM sarà negativo quando il punto dato è sotto della retta 
data. Reciprocamente se il punto dato , » , fi fosse M' , in tal 
caso mettendo nell' equazione di CO y xx a x b in luogo 
di x l'ascissa a. del punto M si avrebbe y ~ PQ — a «e -f- b } 
e siccome M’ P > QP , così sarà fi > a et + * » e Quindi sarà 
fi — a a — b positivo. Dunque il numeratore dell espressione 
di CM sarà negativo quando il punto dato è al di sopra del- 
la retta data. Quindi si potrà aire in generale f he :1 radica- 
le V7+ o’ dovrà prendersi positivamente , ovvero negativa- 
mente, secondochè il punto è sopra o sotto della retta data 

D espressione di CM si potrebbe determinare ancora pià 
semplicemente nel seguente mòdo. Si abbassi dal punto dato 
M la perpendicolare MC sopra della retta OC. Il triangolo 
MQC rettangolo in C , è simile al triangolo QPO , e sarà lan- 
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V «ror(».do y' nel secondo membro. ' 


y»— y > 

ricucendo questo secondo membro al medesimo denominatore 
« sopprimendo I termini che si distruggono , verrà (*) * 

y"-y' y'x"-y" od 

? =- x + i 

* /< — ** x" — x , ‘ 

golo QMC =z QOP , e perciò sarà tan <?d/C — tan @OP — a, 
f siccome in generale si ha coseno — ^ 

V‘(itang.)»-f T 

perciò cos. (>d/C - Om nel triangolo rettangolo 

Va*- f- » 

aW/amo df<? ; d/C ; : : cos . QMC ? ossia MQn 

• 1 • , e fwntfc sarà d/C= 1— . 

Va* + , V^+7 

f!?* ™ eiiend ° nell' equazione > =zax + b di CO in luo- 
go di x t ascissa a del punto M , si avrà QP —a * 4- h 

e Pwà sani M Q QP — MP — n * + b 

a *— 6). Sostituendo questo valore in queUo diAIC , 

, . — (d — a a—b) 

si arra AlC — • Se questo processo si app/i - 

V a’ -f. i 

casse al punto AV , onde trovare M'C <, si troverebbe. . . 

fi — a ~ — b 

M'C' = ^ 

y— ■ ■ ■ , ■ ^ • 

^ ° * 1 (Il Traduttore. ) 

J7 * Potrebbe pià prontemente a questo risultato , ojser- 
vando. che la formolo (P) , rósesi , Vrl. go } ad 

A' — fi %' fi — » fi' 

y ~~ * 

*' — * 15' — * 
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Mettiamo 1’ equa rione del lato BC sotte questa forma , af- 
finche possa paragonarsi all' equazione generale y — aor-j-i, 
che determina le costanti a e b dell’espressione tTelIa perpen- 
dicolare , la quale si riduce a 

— b 

V i -j-a’ 

poiché il punto * , £ dal quale si è abbassata questa perpen- 
dicolare AD è stato preso per origine. 


Facendo dunque 


y" _/ 


e bzx 


x 11 — y" x 1 


x" — x' 


y" x' —y 1 * ,f 


1’ espressione 


— b 


V i-j-a’ 


diventa 


y . (V / -/ r 


+ 


( x" — X 1 )' 


La parte radicale che serve di denominatore , può mettersi 
sotto questa forma : 

W( Y 1 Y V( x ' 1 ■ — x 1 )»+(/' — y'Y 

( x " —x'y ~~ x" — x' 

Sostituendo questo valore della parte radicale nell’ espressio- 
ne della perpendicolare , e supprimendo il divisore comune 
x 11 — x‘ ne' due termini della frazione che la compongono t 
si ha in line 

y» x< —y'x" 

AD= — 

V(x"-x'Y+(y"-y>y * 
Osservando ora che la distanza de’ punti C e B , le coor- 


neUa quale si possono mettere • , A , ed 0' per le coor- 
dinate x > , y' ed x” , y" de' punti B e C. 

(L' Autore). 
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5S geometria, analitica a due dimensioni. 
diuate de’ quali sono x" , y" , ed *' , jr* viene espressa , 
articolo IOO , da r 7 


-- x* )’ + (/ ' _ y y , 


potremo perciò mettere BC in luogo di questa quantità radica» 
le nell’ «pressione della perpendicolare , la quale diventerà 


AD = 


y' x* — y x " 
bc ‘ 


« bc 

Qu»ta espressione moltiplicata per — , dà finalmente. . . 
y" x 1 — y' x n 

Aia del triangolo ABC (*). 


(*) Questa espressione quantunque ra ppresentasse /’ aia del 
triangolo ABC ; essa però riesce negativa , in modo che la 

(y"x'—y'x") y> x»—y»x> 

vera espressione sarebbe , ossia __ 

a 2 

In fatti, avendo abbassate da' punti B e C le perpendicola- 
ri BE , e CF , è chiaro che si avrà 


ABC = BCFE + AB E — ACF ; 

(BE+CF) ( y < 4 . y » Vx M — 

ma BCFE = 1 Z ( AF-AE)= — ~ A - 


AB E — 


BE.AE y x> 


; ed ACF — 


CF.AF 


■ii „i> 


y 


a a ai 

dunque sostituendo , sarà 

(/ "f -1" ) ( *" — *') y' xi y» x" 


ABC-- 


Sviluppando e riducendo si trova 

yi x 1 ' — y" x 1 

ABC ~ , 
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Problema VI. 

1 1 9. Vaia T equazione di una retta che. passa per un punto 
a , l 3 , trovare le coordinate, di un punto x , y , preso su 
questa retta , in funzione della distanza de' punti a , fi 
ed x , y. 

Supponiamo die questi due punti siansi uniti con una ret- 
ta , e rappresentiamo con A la tangente trigonometrica dell'an- 
golo eh' essa forma coll'asse delle ascisse: questa retta passan- 
do pel punto « , fi , avrà dunque per equazioue , art. 89. 


la quale è precisamente V espressione dell 1 Autore presa col se- 
gno meno. 

Ad oggetto d' interpretare la cagione di questa diversità di 
segno , è da riflettersi che l'Autore ha preso il valore di AD 

— b 

negativamente. , avendo fati uso delV espressione - , 

V7 + ^~ 

nel mentre che essendo il punto A al di sotto della retta BC 
sulla quale si abbassa la perpendicolare , secondo ciò che di- 
cemmo alla nota dell' articolo precedente , si dovrà prendere 

( S — a et — b ) 

r espressione generale della perpendicolare . 

V7+T- 

a u-\- b — fi 

col segno — - , cioè che si dovrà prendere , e 

V", -f. a 1 

facendo in questa « == o , e /s = o, essendo il punto A l'ori- 

b 

gine , essa si riduce a , e perciò di segno contrario 

Vi -f a 1 

all espressione di cui ha fati' uso V Autore. Questa diversità 
di segno nell espressione di AD , fa trovare con ragione V c- 
sprcssione dell aia del triangolo anche di segno contrario. Se 

b 

dunque l'Autore avesse fati' uso di . , avrebbe trova - 

V 1 -j-n’ 


l 
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y — 0 = A ( x — *) . . . . (X). 

Chiamiamo * la distanza de’ punti a , (3 , ed x , y. Questa 
distanza saia data, art. 106, dall’ equazione 

*•=(*—«)’ -f-(y — /?)’ .... (Y). 
Mediante queste due equazioni (X) ed (Y) , che contengo- 
no le medesime coordinate , si potranno eliminare successiva- 
mente * , ed y. A tale oggetto , 1 ’ equazione (X) , elevala 
a quadrato ,■ darà 

(y — /?)* = A>(*— «V 

Sostituendo questo valore nell’equazione (Y) , questa di- 
venterà. 

*•=(* — «)’ + A» ( <r — « )•, 
ovvero , a causa che ( x — ot)* è fattore comune 
*•=(* — «)*( 1 +A*); 
dalla quale si ricava 

** 

(*—«)* = , 

1 -f A 1 

e , prendendo la radice , 

x 

i» — et = ri . 

VT+ À“* 

Questo valore sustituito nell’ equazione ( X ) , ci fa trovare 

A* 

y — fi = =t . 

V 1 a> 


y' x" y'V 

ta la cera espressione delC aia del triangolo , cioè 

( U Tradut. ) 2 
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Le espressioni di x — « , e di y — £ , che abbiamo trovale , 
ci danno successivamente 


y — ^t 


i 4- A J 

Az 

I 4 - A 1 


+ «, 1 espressioni delle coordinale 

di un punto qualunque x , 
, in funzione della sua di- 
stanza s daun altro punto a , 
i | del quale le coordinate 

' p " sono date. 


Problema VII. 

120 Dimostrare le proprietà delle secanti esterne , e delle 
corde che si tagliano in un cerchio. 

L equazione del cerchio , quando 1’ origine è al centro , è 
, art. log. Quando questo cerchio è segato da 
una retta che passa pel punto * , fi , le coordinale x , ed y 
del punto d incontro debbono avere i medesimi valori nelle 
due equazioni, art. in. Ora le coordinale di questa retta, 
espresse in funzione della distanza * di uno di questi punti 
x , y all’ altro punto a, fi , sono art. ng , 

z Az 

x — =± """ • 4 - * i y= =± — 4 - #■ 

V i 4* A j V i 4~ A 1 

Per consequenza se si sostituiscono questi valori nell’ equazione 
del cerchio , le coordinate x ed y cesseranno di essere varia* 
bili , e rappresenteranno solamente le coordinate de’ punti d’in* 
tei sezione della retta e del cerchio. Dal che segue che z 
non esprimerà più che la distanza del punto fisso (S al 
punto in cui la retta incontra il cerchio. Sostituendo questi 
valori di x e di y nell’equazione del cerchio, avremo. 

a 1 a et z A ah fiz 

7 TT.- 77— - ■+«’+ —7 =fc — - 4-/?*=r*-(W). 

^‘ 4 - A’ t 4 - A 3 V 1 4- A 1 

Ordinando per rapporto . 1 , ed osservando che i termini io 
a Danno il medestmo denominatore ; e che addizionando i 
numeiaton , questi termini in z 1 si riducono ad 

1 4- A* 


1 4- A ' 
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cioè a dire , as' ; formando in seguito un sol termine di quel-* 
li che contengono s alla prima polenta , avendo questi ter- 
mini il medesimo denominatole , e trasportando il termine r* 
nel primo membro , 1’ equazione precedente potrà scriversi in 
questo modo 

( a + A fi ) 

a’ «-v 2 z -}- a' -j- fi' — r' = o. 

V 1 f A> 

Questa equazione essendo del secondo grado , dà due valori 
per z 5 il che dimostra che la retta che fa con 1" a»se delle 
ascisse un augolo la cui tangente trigonometrica è A , e 
che passa pel punto u , fi , non può segare il cerchio in più 
di due pumi ; perchè z esprime la distanza di a , fi dal punto 
d’ intersezione. 

12 1 Ora l’algebra c’insegna (*) che in una equazione di 
grado pari , se il termine che contiene 1’ incognita elevato alla 
più alta potenza è positivo ed ha per coefficiente 1’ unità , il 
prodotto delle sue radici è sempre eguale al termine lutto noto. 
In conseguenza se chiamiamo z 1 e z" le distanze del punto et, 
fi da’ due punti d’ intersezione , esse essendo le radici dell’ e- 
quazione trovala , dobbiamo avere 

z' z" ~ ct‘ + fi' — r*. 

122. Se, dal punto et, fi tiriamo un’altra retta che faccia 
con 1’ asse delle ascisse un angolo la di cui tangente trigono- 
metrica sia A' , è chiaro che congiando A in A* nell’ equazio- 
ne ( W ) , la nuova equazione che ne risulta ci darà, per i 
due valori di z le parti di questa seconda retta comprese tra 
il punto * , fi , ed i punti in cui essa taglia il cerchio c Sie- 
ne f e t" queste parti , siccome A' non entra nel termine 
tutto noto , avremo ancora 


(*) Si può immediatamente riconoscere questa proprietà 
delle equazioni in quelle di secondo grado , rappresentate da 

-i-p* + q = 0 - 

poiché risolvendola , e chiamando x' ed x" le sue due radici f 
si trova 

x,== — sP + V ip»~ q , ed *" = — ’p — Vip*— q- 

Moltiplicando V una per l' altra , e facendo le. necessarie ri- 
duzioni nel secondo membro della nuova equazione si trova 

x 1 x" = q. ( L’ Aut. ) 


Digitized by Google 



APPLICAZIONE de 1 PRINCIPII 
t' l" =r «’ -|- — r >_ 

Parapnando i vaJon di questo prodotto t> t" con quelle di 
auazi ’ 81 VCdra Ch eSSI Sono e « ua,i » e perciò si avrà l'e- 


quazione 

si s" = t' t", 

la quale , ridotta in proporzione , ci dà 


: t' : : i'i^ x " 


(Z). 


s(a I nr^ er tr ° Var t le proprict ' a geometriche contenute in que - 
sta proporzione , bisogna che il punto a 8 sia dai» d; ^ • 

tiriamo *“PP OUÌa , n,ol ° in P»®o fuori del’ ferch.o (Fig KT- 
tmaum per questo punto al centro una retta MO - r S /. V e ’ 

8U reUa essend ° maggiore del ragio r , si avrà ’ q 

r* < r " 

qM™ione° 8 ° d * ^ ’ mettlam ° i! suo valo « ricavato dall'e- 

MO* = OP“ + PM* 

r "' = «' + 

cerchio , si dovrebbe'avere 6 Che * qUeSI,> punl ° è <!en,ro del 


. — «.a.vMwc similmente 

cerchio , si dovrebbe avere 

«’ + fi' < r*. 

cerchio ì^mT F? s ° ‘j UD ? ne ° he ’* pUnt0 dat0 sia fuor! del 
ze ME ed MF a i 8 ‘ u- 2 ) ,\ Allora *' e s" sono le due disUn- 
B ossia M f a !: Cerchl ° dl una r et.a MF che tirata pel punto - 

ungente è À T ,aSSe de,le ascisse un angolo la cu! 

tangente e A : similmente i> . et" sono le nani lUf mh di 

una seconda secantp d ’i »» le par 1 dl 

se delle ascisse u „ im } punt0 M > sformando con l’as- 

me.tendo quSi valori H ** CUÌ Un S ente è A '- Dunque, 
ma in quest’ altra * pr °P° rzl0ne (Z) > essa si trasfor- 

ME ! MG : : MH ; MF , 
la quale esprime la proprietà delle secanti esterne. 


r 
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Il5. Finalmente, s^il punto « , /? è dentro del cerchio, z 1 e z' 1 
rappresentano le parti di una retta compresa tra questo punto 
e quelli in cui la medesima retta incontra la circonferenza. 
Dunque z 1 e z" dinotando le parti di una corda tagliata al 
punto * , ($ , da un' altra retta di cui le distanze dalla 
circonferenza sono i' e i>' , e che per conseguenza è un’ altra 
corda , ne segue in questo caso , che la proporzione (Z) ci di* 
mostra che sempre due corde si tagliano in un ceichio in mo- 
do che le parti dell’ una sono in ragion reciproca delle parli dcl- 
l’ altra. 


) 
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Del secondo ordine* 

t)E’ BÀMI DÌxtÉ CURVE; 

t » , " 

ii6. Li equazione del primo grado essendo necessaria métilé 
quella di una linea rena , ile segtie che le altre linee , alle quali s! 
è dato il nome di curve , nou potranno essere costrutte se noti 
col mezzo delle equazioni di gradi superiori al primo 

Il nome di Curva viehe usato , da’ geometri , ih Un senso 
molto pili esteso. Essi chiamano curva il sistema generale di 
tutti i punti determinati successivamente per mezzo di una e- 
quazione , art. 72 , dando all’ ascissa tutti i Valori positivi dà 
zero fino all’ infinito , e tutti i valori negativi incominciando dà 
zero fino all’ infinito negativo. 

13 7. Sembra a primo aspetto che una curva debba sempre 
estendersi all’ infinito nell’ uno e nell’ altro senso ; ma è facile 
concepire che il corso di una curva Sara interrotto ? * e unà 
delle sue ordinate diventa immaginaria. 

Prendiamo per esempio il cerchio ( Fig. 36 ) 1 ’ origine del 
quale è sulla curva j all’ estremità del diametro , e che ha pei 
equazione , art; 10B 

j ’=a nx — x 1 , ossia y — -± V 2 ax — x* — ri V x ( 2 a — x). 

(*) Una curva polendosi sempre descrivere quando si ha una 
equazione che esprima la relazione che esiste tra le coordinale, 
di ciascuno de suoi punti , ne segue che la legge che determina 
la posi none de' punti di questa curva . dev essere implici- 
taihcnte racchiusa nella sua equazione. Ma sarebbe un errore 
il credere che ogni curva , in cui ogni punto è sottoposto ad 
una data legge , dipenda da una equazione di un grado limi- 
tato • poiché nel calcolo differenziate . si conosco un genere 
di curve chiamate curve trascendenti , che non possono appari 
tenere a nessuna equazione algebrica. (. L’ Autore ). 

BouchaHat 5 
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•Se li danne ad a: de' valori positivi , maggiori di 2a , il 
felior* — - x sarà negativo, e renderà tale il prodotto di 

;v( a«— a - ) j dunque i due valori di y saranno in tal caso im- 

maginari, ciocché dimostra che la curva non si prolunga al di 
là di ar=2a , nel senso delle ascisse positive. Se in seguito si 
fa x negativo , mettendo per x il valore — x' , il prodotto 
x( 2a — x ) diventerà 

— ad ( 2a -f- ad ) 

e resterà sempre negativo , essendo composto da due fattori di 
segni contrari. Dunque y avrà sempre de’ valori immaginari , 
nel senso delle ascisse negative. 

Dietro di questo esame devesi conchiudere che la curva è 

compresa , Del senso delle ascisse , tra o e aa , cioè a dire , 

tra A e B. 

128 Accade qualche volta che una curva , dopo di aver 
interrotto il suo corso , lo riprenda , perchè una delle coordi- 
nate che , pel tratto dell’ interruzione , era immaginaria , tor- 
na ad essere reale. Ne abbiamo un esempio nella curva (Fig. 43 ) 
che tiene per equazione. 

x’— «’ , ossia y — -± V *• - a». 

In fatti dando ad x de' valori positivi maggiori di a , questa 
equazione darà sempre per ogni ascissa due valori per y , che 
si accresceranno quanto più si allontaneranno dall’ origine C. 
In modo che si avranno i due rami di cara BM , BM' , che 
si prolungheranno fin all'infinito nel senso delle x positive. 

Ma se si danno ad x de’valori compresi tra x— a ed x = — a, 
in tal caso il radicale diventa immaginario , e la curva sospen- 
derà il suo Corso 5 ma essa lo riprenderà da x— — a fino al- 
1’ infinito negativo , e si avrà una seconda porzione di curva 
NAN' simile alla prima. 

129. Quando vi è , come in questo esempio , una interru- 
zione nel corso della curva , si potrà provare , con la dimo- 
strazione dell’ articolo ^5 , la continuità delle pani della 
curva per le quali le ascisse corrispcndono ad ordinate rea- 
li. Quindi si dimostrerà facilmente che i rami BM , BM f 
formano una linea continuata , al pari de’ rami AN , AN'. 

1 3 0. L’equazione xy=:lc ci offre ancora una curva del 
medesimo genere j poiché , mettendola sotto questa forma , 

b 

x 
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t sostituendo successivamente ad ar i vaioli seguenti; 

k 

* = 0 j si trova y — ==co j 

o 

k 


os i, ti ^ « • • • • • 9 y * 5 


=X2 h j ; 


■ tV> 

a -•* 1 

II 

* =3« j . 


2fl 

k 



3n 

X — CO j . 


il 

i *• 
ih 


X 


Vediamo che all’origine , in cui x = o , 1’ asse AY (Fig.ij4) 
delle ordinate incontra la curva all' infinito , e che a misura 
che ar cresce , l’ordinata corrispondente diminuisce , e diventa 
o nell’ estremità infinita dell’ asse delle ascisse, incoila curva 
incontra quest’ asse. 

Questa analisi ci dimostra che la curva j nel senso delle x 
positive , si divide iti due rami DM , DN , che si prolunga- 
no fino all’ infinito , dove i medesimi incontrano gli assi j 
a 1 quali essi continuamente si avvicinano. 

Supponiamo in seguito x negativo. I valori di y diventan- 
do parimenti negativi , si vede che debbono esistere anche neh 
l’angolo Y'AX' due rami D(M' , D'N' , che si prolungano al- 
l’ infinito. 

Dal che segue che la curva si divide in quattro rami sepa- 
rati due a due , dall’ asse delle ascisse. 

i3t. Esistono delle curve composte di parti dissimili, imi 
che costitui'-cono però uua sola curva , poiché esse derivano 
dalla medesima equazione. 

Per esempio , se si ha 1’ equazione 

ay * — a 3 -j- ( b — e ) x* -f- b c x == o , si troverà 
ay' ~ a 3 — ( b — c ,x‘ — b c x = x ( x' -}- c x — bx — hi ) 
= a [ ( * 4* * ) * — (x+c)11=r(*4c ){x-^l>) 
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ed ««traendo la radice, dopo di aver diviso per a , si ha 


y — 



X ( g-j- C ) ( X — b) . 

a 


Dando ad x de’ valori positivi compresi tra o e b , il fat- 
tore x — b sarà sempre negativo ; e , per conseguenza , il pro- 
dotto di b — x per gli altri fattori che sono positivi , darà 
un prodotto negativo. Dunque y resterà immaginario , fin tan- 

10 che x sarà compreso , tra o e b j ma al di là di x — b , 

11 fattore x — b , diventando positivo , il valore di y sarà reale , 
e tanto più grande quanto più x si accrescerà j e siccome y 
ha due valori eguali e di segni contrari, perciò la curva na- 
scerà (Fig-45) al punto B distante dall'origine A, di una quan- 
tità AB = b , e prolungherà, nel senso delle x positive, fi- 
no all’ infinito i suoi due rami BM , BIVI 1 . 

Dando in seguito ad x de’ valori negativi , facendo x — 
•— x 1 , si avrà 


. = ^ZEEE 


b ) ( c — x> ) 


Il fattore x 1 ( x' -f- b ) essendo positivo , il segno del prodotto 
*’ ( te» •+ b ) ( c — x' ) 
a 

dipenderà da quello die — x‘ . Ora , c — x 1 è positivo fin tan- 
to che x' è minore di c , e diventa negativo quando x sor- 
passa e. Nel primo caso il valore di y c reale , e nel secon- 
do è immaginario. Dunque la curva non si prolunga , net 
senso delle x negative , che dà x — o- fino ad x 1 c , c 
per conseguenza , se si rappresenti con AD l’ascissa — c la cur- 
va non si distende al di là di AD nel senso delle x negative. 
La medesima curva è anche limitata nel senso delle ordina- 
te , in questo intervallo AD : poiché la funzione di x' della 
quale si compone y , non ammettendo per x' valori maggiori 
di e, questa funzione^ ha de’ limiti ne’ suoi differenti stati di 
grandezza. Dunque la parte della curva che corrisponde alle 
x negative non potendo estendersi indefinitamente nel senso del- 
le y , deve trovarsi racchiusa in un certo spazio , còme si ve- 
de nella figura 45- 

1 32. Non ci estenderemo sulle proprietà delle curve . le 
quali non si possono pienamente conoscere ohe nel calcolo dif- 
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ferenziale.. Le nozioni che abbiamo date su i loro rami basta- 
no per la ricerca della quale ci occuperemo. 

Della divisione delle curve del secondo 
ordine in genere. 


i33. Si chiamano curve del secondo ordine, le 1 curve date 
dall' equazione di secondo grado a due variabili. Questa equa- 
zione , nella sua massima generalità , può essere rappresentata da 

ay ’ -j- h x y ■(■ ex 1 d y -\- e x -\-f=xo .... (A') . 

Risolvendola per rapporto ad y , si trova 

1 

y — ( b x d ) -a— 

za 

1 

V (6 1 — . 4 ac ) .r’ -J- 3 ( — a ae) x d % — t\af.. ..(B'), 


c , risolvendola per rapporto ad x , si trova (*). 

1 

x — ( b v -{- e ) -t— 

2C 


^"( b 1 — 4 oc j y* -f- a ( è e — 2 c d) y -j- e a — 4 cf...(C'): 


Per formarci una idea della curva che può appartenere a 
questa equazione generale , esaminiamo in quali circostanze il 
suo corso si arresta , ovvero si prolunga all’ infinito. A tale 
oggetto , cerchiamo in quali casi i valori di y possono addi- 
venire immaginal i : è chiaro che il radicale del valore di 
y deve diriggerci in questa ricerca , poiché quando esso af- 
fetta una quantità negativa , esso render^ il valore di y im- 
maginario. « 

Per semplicizzare , rappresentiamo il polinomio 


( è* —.4 ac) x 1 -f-a(Ò£Ì— •iae)x+‘l' — 4 a f 

con Pjr*-j-Q»-f-R. 


(*) Si può dedurne quest ' ultima equazione dalla preceden- 
te , osservando che x ed j entrando in una maniera simme- 
trica nell' equazione (A') basta di cangiare y in x, a in c, c d 
in e , e reciprocamente , affinchè C equazione ( fi 1 ) diventa (6')* 

( L’ Autore-). 
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E» osservando che un quadrato x' sorpassa tanto di più Ir 
sua radice , quanto più i numeri che si prendono per x sona 
elevati , si concepisce facilmente che può esistere un valore 
numerico di x tale che il primo termine P x 2 sia maggiore 
della somma Q x-f- R degli altri due. Allora il segno del risul- 
tato di tutti i termini che stanno sotto al radicale , dipenderà 
da quello del primo P x*. 

R Q 

Si sa dall’ algchra che il maggiore de’ quozienti — e — , 

P P 

che rappresenteremo con S , accresciuto dell’ unita forma un 
numero che sostituito in luogo di x , rende Px 2 maggiore di 
Q* + R, e die ogni numero maggiore di S t , tiene an- 
cora la stessa proprietà (’). 


(*) Ecco in qual modo io l» dimostro. Metto il polinomio, 
Px'+Qx + R sotto la forma 


P 


( 






e veggo che per ottenere un valore di x che faccia diventar. 
P x a maggiore di Q x E , basta di determinarne uno che 

Q R 

renda x* maggiore di — x -f- — ; poiché se x 2 sorpassa 
P P 

Q R 

— X -| , moltiphcando tutto per P. si avrà P x 2 > Q x -f- R . 

«P P 

Q R 

Ciò posto , * chiaro che se i termini — x , — , sono del 
%r P P 

medesimo segno , e che x 2 i maggiore della lor somma , con 
più ragione x 2 sarà maggiore della differenza de mede- 
simi termini. Quindi non considereremo che il caso in cui 
Q R 

- — x e — ■ siano del medesimo segno. Sta S il più. grande 
f P 

. <? R 

tjle coefficienti — ed — , la funzione S x -4- S , essendo mag- 

p 
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Rappresentiamo con V questo numero S -J- i , che posto in 
luogo di x , renda il primo termine ( i* — q a c) x* maggio- 
re della somma degli altri. Il coefficiente b 1 — 4 ac t che non 
supponiamo nullo , potendo essere negativo o positivo , esa- 
mineremo in primo queste due ipotesi. 

i34- Supponiamo, in primo luogo , che b ' — 4 « c , sia un 
numero negativotfacendo x — V il primo termine (b* — 4cc )v* 
sorpasserà la somma di lutti gli altri , e siccome per ipo- 
tesi è negativo , così la parte radicale dell’ equazione (B') di- 
venterà immaginaria. Lo stesso sarà se si sostituisce ad x il 
valore — V , perchè il quadrato di — V che entra nel primo 
termine , è anche positivo. Quindi possiamo essere sicuri che 
le ascisse comprese tra V fino all’ infinito, e tra — V fiuo al- 
l’ infinito negativo , corrispondono sempre ad ordinate im- 
maginarie , e che prendendo da ciascun lato dell’origine due 
linee AC ed AC' (Fig-46) eguali a V , la curva, considerata 
nel senso delle ascisse , non si estenderà al di la dell’ inter- 
•vallo C'C. 


Q R 

giote di— x + , è chiaro che se x a sorpassa questa prima 

furinone , esso sorpasserà maggiormente la seconda. Quindi 
tutto si riduce a trovare un valore di x tale che renda x' mag- 
giore di .9 x -|- S. Supponiamo che ^ + n sia questo valore , 
sostituendolo nelle espressioni x‘‘ ed S x -j- S , avremo 

(xy + u)*>^ + j n +^, 

ovvero riducendo 

aSa-\rn‘^Sn-{-S', 

e per conseguenza 

S n n“ > S , ossia ( i9 n ) u > .9. 

Ora egli è evidente , che si soddisfa a questa ineguaglianza 
mettendo per n qualunque numero intero compreso tra l'unità 
e l infinito. Dunque se si sostituisce ad x una delle espres- 
sioni P c=z S - |- i , V — tS" — (— 2 , S -{-3 , ec. verrà sem- 
pre i’ maggiore di S x -j- S , e per conseguenza di 



Sarà l » stesso se i inficienti sono eguali : ( L’ Aul. ) 
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t 35. Facciamo qui una ossei va* ione che diventa per noj 
necessaria ; ed è che si può considerare x come 1’ ordinata , 
fd y come l’ascissa, purché l’ascissa sia portata sull’ asse del- 
le y. Infatti , si vede (Fig.4fi) che ogni putito M della curva 
c egualmente determinalo si dalle coordinate AP = * e PM=y, 
Che dalle coordinate Al ” —y e P'M —x- 

i3<i. Ecco dunque un secondo modo di costruire la mede- 
sima curva , col mezzo dell’ equazione fC") che determinerà 
sempre il valore di x corrispondente ad un valore dato ad y • 
Esaminando questa equazione , si vedrà che il primo termine 
della funzione di y che sta sotto il radicale ha pure per coef- 
ficiente è’ — { ac • 

E siccome, art. 1 34, abbiamo stabilito P ipotesi che b % — {ac 
sia negativo, perciò applicando qui i ragionamenti che abbia- 
mo fatto in questo articolo , si potrà dimostrare che esistono 
sulla direzionò dell'asse AY due limiti D e IV al di là de’ 
quali le y corrisponderanno sempre ad * immaginarie. Dun- 
que la curva non potrà estendersi, nel senso delle y , fuo- 
ri di DIV 1 ed essa sarà intieramente compresa nel rettangolo. 
EE' FF'. Tali sono le curve del secondo ordine del primo genere. 

i3j. Supponiamo ora che b* — 4oc sia positivo, e disegnia- 
mo sempre con V il numero che sostituito in luogo di a: ab- 
bia la proprietà di rendere il primo termine (A’ — {ac) x* del 
radicale dell’ equazione (B') maggiore della somma di lutti gli 
altri. Sostituendo ad x il numero Y , o il numero — V si ot- 
terrà per x’ il medesimo numero V 1 . Dunque il prodotto di 
V 3 per b‘‘ — 4 ac sarà del medesimo segno della quantità £>’ — !\nc , 
che, secondo l’ipotesi , è positiva -, e siccome il primo termine 
(6* — 4 ne) Y J deve sorpassare la somma degli altri termini,, 
che sono sotto il radicale , si otterrà un risultalo positivo , 
e per conseguenza il valore di y sarà reale, ed ogni altro nu- 
mero maggiore di V , preso positivamente o negativamente , 
avrà la stessa proprietà di rendere reale l’espressione radicale. 
Dunque prendendo (Fig. 47 ; una ascissa AC=V , saremo sicuri 
che ogni ascissa maggiore corrisponderà ad una ordinata reale , 
e che prendendo AC— — V , ogni ascissa negativamente mag- 
giore corrisponderà similmente ad una ordiuata reale ; in modo 
che tirando per i pumi C e C' due parallele indefinite EE' , 
FF' , clip tagliano l’asse delle ascisse ad angoli retti , si polii} 
affermare che ogni punto dell’ asse delle ascisse che non è si- 
tuato nell’intervallo CO può senip re essere il piede di una or- 
pinata della curva , e che per conseguenza la curva si prolun- 
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ga indefinitameuie fuori dello spazio compreso tra queste pa- 
rallele (*). 

E siccome per ogni valore di x , 1’ equazione della curva de- 
termina sempre due valori per 1’ ordinata , si può conchiudere 
che i valori positivi di x daranno luogo a due rami 1M , 
I'M’ , che si estenderanno fino all'infinito allontanandosi dal- 
1’ origine. E che i valori negativi di x , daranno laogo a due 
rami LN , L'N' , che si estenderanno fino all’infinito nega- 
tivo , allontanandosi dall’ origine. In fine le ordinate non 
potranno essere immaginarie che nell’ intervallo oompenso ira 
Je parallele indefinite EE' , FF' in cui le ordinate corrispon- 
dono a delle ascisse positive o negative minori di V. 

Questa proprietà che ha la curva di prolungarsi indefinita- 
mente in due sensi opposti , dividendosi in due rami in ciascun 
senso, basta per caratterizzare questo secondo genere di enrve , 
che comprenderemo sotto il nome d 'Iperbole. 

Se si volessero contare le ascisse sull’asse AY , come abbia- 
mo fatto all’ art. i36 , si conoscerebbe similmente , mediante 
l’equazione (C') che da ogni lato dell'asse AY esistono due 
de’ quattro rami IM , I , M / ; LN ed L'N' che si distendono 
all’ infinito. 

i38. Allor quando il coefficiente £’ — 4 ac è nullo , 1’ equa- 
zione (lì') si riduce ad 

(Az-j-n) i 

-| y 1 fbd — zae) x -j- d % — l\af. 

2 « 2(1 

Sia V il numero che abbia la proprietà di rendere il coef- 
ficiente l(bd — zac) maggiore di d l — 4 a f '• se z ( bd — zac) è 
positivo , in tal caso il numero V , ovvero qualunque altro di 
esso maggiore ; renderà positiva 1 ’ espressione che sta sotto il 
radicale j per conseguenza, se si prende per ascissa AC = V 
(Fig. 48 ) possiamo essere sicuri che dal punto C fino all’ infi- 
nito , ogni punto preso sull' asse delle ascisse , dovrà corrts- 


(’) Siccome non et è stato necessario nella dimostrazione 
della nota dell art. i33 , di esaminare se qual chuno del nu- 
meri inferiori a V poteva rendere ancora il termine Pr’ mag- 
giore della somma degli altri termini , si concepisce facilmente 
che sarà possibile che vi esistano nell' intervallo CC delle 
ascisse , come Ar , per le quali le ordinate corrispondenti sa- 
rebbero reali ; ma noi non consideriamo questi punti : ci ba- 
sta di poter affermare che fuori de' limiti AC , ed AC 1 le 
ascisse corrispondano sempre ad ordinate reali. (L’Aut.) 
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pendere seiuprea a due ultimale reali, determinate dai doppio va- 
lore di y. 

La curva si dividerà dunque in due rami IM , VM 1 , die 
si prolungheranno entrambi fino all’ infinito , nel senso delle 
ascisse positive. 

Se si prende in seguito sul prolungamento dell' asse delle 
ascisse la parte ACJ — — V, (Fig.49) tutte le ascisse compre- 
se tra AC' fino all’ infinito negativo rendendo negativa l’e- 
spressione che è sotto il radicale , corrisponderanno ad or- 
dinale immaginarie. Dunque tirando pel punto C ; la retta in- 
definita EE* parallela ad AY , la curva dovrà essere intiera- 
mente compresa dal lato di questa retta. 

Se a ( brt — v.nc, ) è negativo , e che si diano ad x de’ va- 
lori negativi iucomiuciando da AC’ — V lino all’ infinito ne- 
gativo, i valori di y saranno reali , poiché in questo caso , il 
primo termine a ( bel — 1 ar ) x composto da due fattori ne- 
gativi , diventerà positivo , e renderà tale la somma de’ ter- 
mini che stanno sotto il radicale ; ma duudo ad x de’ valori 
positivi compresi tra AC fino all’ infinito , la parie radicale 
diventerà immaginaria. Resta dunque dimostralo che la curva 
non può avere ascisse positive maggiori di AC; per conseguenza, 
sedai punto C si tiri una retta indefinita FÉ' perpetui molar - 
niente all'asse delle ascisse, la curva sarà intieramente com- 
presa da un solo lato di questa retta. 

Tutta la differenza dunque che esiste tra l’ipotesi dii [bd — 2 r/c) 
positivo, e di a[bd — 2 «) negativo è che la curva si trova 
situala a diitta o a sinistra dell’ origine sull' asse delle ascisse 
o sul suo prolungamento. 

Quindi , quando il coefficiente b* — 4 ne — o , la curva che 
distende i suoi rami fino all’ infinito , può essere intieramente 
compresa da un sol lato di una retta indefinita. 

Si è dato il nome di Parabola alle curve del secoudo ordi- 
ne appartenenti a questo terzo genere ‘ 

1 3 <j. Finalmente , se il coefficiente , di x è anche zero , 
1’ equazione (B ( ) , si riduce ad. 

1 1 

r— (** + d )±: — V ",t* -4 aj , 

ia 2 a 

e non contenendo x , ed y che al primo grado , diventa 1’ e- 
quazione della linea retta. 

i 4 o. Risulta da questa analisi che si' possono dividere le 
curve del secondo ordine in tre generi , clic si distingueranno 
a’ seguenti caratteri 
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Primo , • • • Ellisse , . . . b % *— 4 ac • . . negativo ; 

Secondo , . . Iperbola , . . — 4 ac .. . positivo } 

Terzo , . . . Parabola , . . l l — 4 ac .. . nullo. 

1 4 * • Se a ovvero c fosse nullo , una delle equazioni (B* 
p (C') non potrebbe essere piu impiegata ; ma 1 ’ altra baste, 
rebbe per a nalizzare la curva. Per esempio, se si avesse a r= o , 
jl secondo membro dell’ equazione (B' ) diventando infinito, 
si ricorrerebbe all’ equazione (C 1 ) , per riconoscere , dietro del. 
i’ art. 1 37 , che la curva si divide iu quattro rami , i quali si di- 
stendono fino all’ infinito. 

Quando a e c mancano nel medesimo tempo <, le equazioni 
(B'j e (C') non sono di alcun uso. In questo caso l’ equazio-? 
p^ generale (A*) si riduce a 

-+• dy + ex -\-f— o , 

p soddisfa la condizione richiesta affinchè la curva appartenga 
al genere dell’ iperbola ; poiché il prodotto 4 ac essendo eguale 
a zero , per essere nulli i fattori che lo compongono , perciò 
1’ espressione ò 1 — 4 ac è necessariamente positiva. Vedremo , 
art. 191 , che questa curva è eftettivamente una iperbola , e 
che potrebbe costruirsi mediante una equazione del secondo 
grado , che non fosse priva de’ termini x* ed y 3 , il che fini- 
rà di provare la perfetta identità di questa curva con quelle che 
poi abbiamo esaminate , art. 137. 

Discussione dell' equazione generale delle 
curve del secondo ordine 

i4*. I caratteri generali che ci hanno servito a classificare 
le curve del secondo ordine , non ci danno ancora che una 
fdea imperfetta della natura di queste curve. Cerchiamo di scuo- 
prire delle nuove proprietà che ci facciano meglio conoscere 
la loro natura. 

A tale oggetto , bisogna ricorrete all’ equazione (E 1 ) delle 
parve. Semplicizziamola iu primo rappresentando la parte radicale 

V (è*— 4 acjx’-j - * (Ò< 5 - 

l’ equazione (B 1 ) diventerà. 


-2 ae )x -f-d 1 — 4</ cou V X j 


b d 

y — —=tV* 

2 a a a 


(D'). 


\ 
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Facendo per poco astrazione dalla parie radicale , uuu a Vietilo 
pili clie 

b d 

i — * (E*). 

•la la 

"Egli è facile di riconoscere , art. 86 , in questa equazione 
(E 1 ) quella di una linea retta B' C' ( Fig. 5oe5i ) che taglia 
1 due assi sopra i loro prolungamenti ; quindi, quando si 

b d 

prende 1’ ascissa x= AP , y o più tosto x di. 

la la 

venta PC' ; ma quando si ha riguardo al radicale , come lo 
esige 1’ equazione (D') , questa equazione ci dimostra che y 
arra due valori differenti , che corrispondono alla medesima 
ascissa. 

l’er determinare uno di questi valori di y bisognerà aggiun- 
gere a PC 1 , che rappresenta la parte razionale , uua lunghez- 
za C'M' = ; allora PM f vaierà 

bx d 

yx. 

la la 

Per determinare P altro valore di y , che non differisce da 
quello determinato che dal radicale eh’ è di segno contrario , 
bisognerà dunque portare C'M' in un senso opposto , cioè a 
dire , da C' in M. 

i43 Considerando l’ultimo valore diy , si vede che il punta 
M cadrà al di sotto dell’ asse delle ascisse ( Fig. 5o ) se si ha 
bx d 

+ >VT, 

. a a la 

b d 

cioè a dire PC' > C'M , poiché (~V X da- 

1 a la 

ra un risultato negativo per quelli valori di y che si porteran- 
no da P in M. 

In questa caso i punti M ed M' della curva saranno dal me- 
desimo lato dell’asse delle ascisse. 

1 44* Ma il punto M cadrà al di sopra dell’ asse delle ascis- 
se ( Fig. 5i ) , se si ha 

bx d 

Vx> + , 

2 a 2 a 
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bx d 

cioè a dire C’M > PC' , poiché — |- V X '^ ar '* 

tta ia 

un risultato positivo per lo valore di y, il quale si porterà da 
P in M ; ed allora i due punti M ed M' non saranno dal me- 
desimo lato dell’ asse delle ascisse. 

145. Poiché si sono determinati due punti M ed M 1 della 
curva , portando da ciascun lato del punto C' le parli C'M e 
C'M' eguali a \~X , ne segue che la linea 1MM 1 che unisce i 
punti M ed M' della curva ha la proprietà di essere divisa in due 
parti eguali dalla retta B'C'. Quindi i punti M ed M' sono 
simmetricamente situati uno al disopra e 1’ altro al disotto della 
retta B'C'. 

Quello che diciamo de’ punti M ed M' dati dalla medesima 
soluzione, potendo applicarsi a lutti i punti determinali a due a 
due per ogni valore di x , si concepisce facilmente che la retta 
indennità B'C' debba dividere tutte le corde parallele all’ asse 
delle ordinate in due parti assolutamente eguali. E per questa 
ragione che si è dato alla retta B'C* il nome di diametro. 

146. Si può osservare che 1’ asse AY delle ordinale è obli- 
quo a questo diametro , e che aflinchè lo tagliasse ad angoli 
retti , bisognerebbe che B'C' fosse parallela ad AX , il che 
esigerebbe che 1’ equazione della linea B'C' si riducesse ad 

d 

y— ; 

la 

b 

la quale condizione è riempita quando = o , e per con- 

2 a 

seguenza quando il coefficiente b del termine xy è nullo. Que” 
sta ipotesi esigerebbe dunque che 1’ equazione (A') non conte- 
nesse punto il termine xy , il che noi non supponiamo , poi- 
ché prendiamo questa equazione in tutta la sua generalità. In- 
fine s e b e d fossero nulli , 1’ equazione (E') del diametro B'C' 
si ridurrebbe ad y — o. Dunque il diametro in questo caso 
si confonderebbe con 1’ asse delle ascisse. 

»47- Nelle figure 5o e 5i (*) la linea B'C' è situata al di 


(*) Per evitare la complicazione della figura , si è descritta 
solamente V ellisse ; ma la nostre analisi si applica egualmen- 
te alle altre curve del secondo ordine. ( L’Autore ). 
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sotto dell’ asse delle ascisse , poiché dovendo adottare un scafici 
per le quantità b , d ed a che entrano nella equazione gene- 
rale , abbiamo scelto il segno positivo. Ma siccome può darsi 
che 1 ’ equazione particolare che si paragona alla generale , faci 
eia cangiare questi segui , così il diametro può avere ogni al- 
tra posizione a riguardo dell’ asse delle ascisse. Se a solamente 
fosse negativa , 1' equazione (E') del diametro diventando 

b d 

y — — j 

sa la 

fa vedere che questo diametro si troverà al di sopra dell’ assej 
e sarà rappresentato , art. 8a. da BC ( Fig. 5o ). 

Quantunque la direzione del diametro taglia necessariamentd 
1 ’ asse delle ascisse , poiché non supponiamo che sia ad esse» 
parallelo , non ne segue perciò che la curva debbe sempre es- 
sere incontrata dall’ asse delle ascisse ; poiché può darsi ehe le 
ordinate sieno tutte dal medesimo lato dell’ asse delle ascisse 
Vedete 1 ’ articolo i43. 

>48. Qui si fa luogo a risolvere la seguente questione* Tra- 1 
vare a qual segno si potrà conoscere che la curva taglia , nella 
sua direzione , 1' asse delle ascisse. 

Egli è certo che se questo iucontro ha luogo , esso non pò-* 
tra essere che al punto in cui y o. Facendo dunque y — o, 
1’ equazione (A'j si riduce ad 

ex* + e*+ f— 0 , 

ovvero ad 


e J 

x-\ =0 (V 1 ), 

c c 

Questa equazione sciolta , ci dà 



, . . . . e * / , 
valore che diventa immaginario quando è una quatta 

c ' 

tità negativa. Dunque in ogni altro caso x è reale , e la cur- 
va taglia 1 ’ asse delle ascisse in due punti , poiché x ha due? 
valori. 

i 49* Con un simile processo si troverebbe del pari che l;t 
condizione necessaria affinchè la curva possa tagliare la dire- 

/ 

zioue dell’asse delle ordinate òche — — sia una quans- 

«ità positiva. 4«* a 
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i5o. Si può preporre iutanto la seguente questione : 

Una equazione avendo le condizioni necessarie affinchè la 
curva non sia segala dalC asse delle ascisse , si potrà fare esi- 
bire qualche cangiamento a questa equazione da renderla tale 
che la curva , senza essere alterata , taglia f asse delle ascisse T 

La questione proposta dipende da quest’ altra. Si pub can- 
giare la posizione, di uno degli assi a riguardo della cuna ? 

Per averne la soluzione , concepiamo che la curva rappor- 
tata agli assi AX , AY ( Fig. 52 ) , sia stata costrutta mediante 
la sua equazione. Se ad una distanza AA' ~(3 dall’ origine 
si tiri pel punto A' dell’ asse delle ordinate una parallela A'X' 
eli’ altro asse , ogni punto della curva avrà su questo nuovo 
esse una ordinata minore di (3 ; poiché avendo determinato un 
punto della curva mediante un’ ordinata y corrispondente ad 
un’ ascissa x , questo punto non può essere situato che al di 
sopra , o al di sotto del nuovo asse A'X' , ovvero sopra que- 
st’ asse islesso. 

Chiamiamo y' 1’ ordinata del punto rapportato al nuovo as- 
se. Nel primo caso il punto essendo rappresentato da M , egli 
è evidente che , qualunque sia la sua situazione al' di sopra 
del nuovo asse , si avrà sempre 

P'M = PM — AA' 

ossia y' — y — (3 j 

Nel secondo caso , il punto che si trova al di sotto del nuovo 
asse rappresentandolo con N , si deve avere in qualunque luogo 
eh’ esso si trova 

P'N = AA' — PN. 

Questo valore di P'N è determinato in un modo assoluto , 
come quello di P'M , cioè a dire senza aver riguardo al segno 
che deve indicare la sua posizione relativamente al nuovo as- 
se ; ma siccome questa ordinata cade in un scuso contrario del- 
P altro , così il suo valore dev’ essere di seguo contrario , e 
si avrà. 

P'N= — AA' + PN , 

ovvero y‘ — — 0 + y. 

La forinola y' == y — (3 conviene dunque ad ogni punto preso 
da qualunque parte del nuovo asse. Finalmente essa ha Imgo 
ancora se il punto fosse sul nuovo asse 5 poiché allora y di- 
ventando (3 , y' è nullo , e la formola in questo caso si riduce 
effettivamente ad y' ~o. Resulta da ciò che precede che l’e- 
quazione y< ~ y — jB esprimerà sempre la relazione che deve 
esistere tra le ordinale di un medesimo puniti, tirate sii gli assi 
paralleli AX , A'X'. 


V. 
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i 5 1 . Si potrà dunque ottenere una equazione tra le coordini 
te x ed y' , sostituendo ad y , nell’ equazione (A') il valore 
j'-\-fi ; e la trasformata determinerà sempre per ogni valore 
di A'P'=x (b'ig.óa.) le ordinate P'M , e P'N di due punti 
della curva eh’ era Mata costrutta col mezzo dell' equazione in 
x , y. Dunque 1' equazione in x , y 1 darà non solamente la 
medesima curva , ma la farà nascere ancora nel medesimo Ilio-* 
go eh’ essa occupava a riguardo del piano sul quale era de- 
scritta , purché descrivendola , si tiri 1’ asse A'X' che si rap- 1 
porta all’ equazione in x , f* , ad una distanza fi dall’asse 
primitivo. 

Ma se non si vuole lasciare alla curva la prima situazione 
a riguardo del piano , 1’ asse A'X 1 può essere fissato a volon^ 
tà ; poiché la posizione dell’ asse primitivo AX essendo al-* 
lora arbitraria sul piano, Io stessu dev'essere aucora dell’asse 
A'X' distante dall’altro di fi. 

ì r J 2 E da osservarsi intauto che il cangiamento di situazio- 
ne degli assi sul piano, non influisce in alcun modo sulla loro 
posizione relativamente alla curva alla quale essi sono invaria- 
bilmente legati. Non si può cangiare la situazione di questi assi; 
rispetto alla curva , clic prendendo un’ altra equazione : è ap-* 
punto cosi, siccome abbiamo veduto , che l’asse A'X' il qua- 
le costruisce la curva mediante l’equazione in x , y 1 , si è rin- 
culato su questa curva di una quantità p piu dell’ asse AX 
che appartiene all’ equazione in x , y. 

1 53 . Tutto quello che abbialo detto sul cangiamento di si- 
tuazione dell’asse delle ascisse , relativamente alla curva può 
applicarsi ancora riguardo all’ asse delle ordinate , in modo 
che facendo ; 

x = x 1 -j- 

quest’ asse sarà trasportato parallelamente a se stesso , ad una di- 
stanza a , e la nuova equazione in x 1 , y determinerà la re- 
lazione che deve esistere tra le coordinate che appartengono al 
nuovo asse. 

1 54- Per maggior generalità , converremo che et e fi pos- 
sano rappresentare s’i delle quantità negative, che delle positi- 
ve , poiché se non si ammette quest’ ultima ipotesi , non sì 
avrebbe la facoltà di trasportare gli assi che solamente nel- 
l’angolo XAY , in vece di poterli trasportare in tutti gli an- 
goli retti formati intorno al punto A. ledete l’articolo 74 . 

1 55. E poiché supponendo la curva descritta sopra uu pia- 
no , gli assi essendo tirali parallelamente a loro stessi , posso- 


Digitized by Google 



btSCBSJlOtlE t>BÌL' ÉQUÀZIONE GEHSJUlB. Si 

ho allontanarsi più o meno dalla loro primitiva situazione rela- 
tivamente a questa curva , sarà facile concepire che sempre Sara 

S ossibile di tirarli in modo che i medesimi incontrino la curva, 
isponendo convenientemente delle quantità teff. Abbiamo 
Veduto , art. 1 4-8 , che la condizione necessaria affinchè la 
curva rappresentata dall’ equazione generale (A') incontrasse 

e* / 

1’ asse delle ascisse era che — — — fosse una quantità positi- 

4 C* c 


Va. Se questa condizione non è verificata , si potrà cangiare 
l’asse delle ascisse, art. i 5 i , prendendo un'altra equazione 
in y' , che risulterà dalla sostituzione di y 1 -f. fi in luogo di 
y , nell’ equazione della curva ; ed allora il nuovo asse sarà 
trasportato, parallelamente al primo , ad una distanza fi. Ora 
fi essendo arbitraria , si potrà assegnarle un valore tale chela 
condizione necessaria affinché la curva incontri f asse sia sod- 
disfatta. Sostituendo dunque y' fi in luogo di y nell’equa» 
•ione (A') si avrà , 


\xy'-\-cx'-\"iafi\y' e Ur-f a fi*' 

“H' -\-fib I -f- dfi 
+ f 


ts o 




e ^presentando con F 1 ’ ultimo termine , e con E e con D { 
Coefficienti di y' e di ir , questa equazione diventerà. 


“> '* -f ex* -f t>/ -j» Ex -f- F = (H'). 

La condizione necessaria affinchè la curva incontri 1’ asse 

E‘ F 


t 


essendo che sia un a quantità positiva, art. 148 , 
4 c* c 


st potrà sempre disporre ConVettien temente della quantità fi, che sf 


E* F 

Contiene in È ed in F, affinchè — » <■*>—* sia realmente una quan» 

4c* c 


tità positiva. Allora il valore di a* che Corrisponde ad y =s o 
avrà le sue due radici reali , e la Curva taglierà il nuovo asse 
in due punti< 

i 56 . SI potrà ora non piti considerare che il nuovo asse» 
A quale oggetto , basta di prendete-- l'eqUeS'ibne (H 1 ) in luo- 
8° dell’ equazione (A') per quella della curva. Lasciando T asse 
primitivo e l’ equazione (A') a cui si rapporta , ci sarà per- 
Bouehariat q 
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messo di togliere gli apici , che abbiamo posto nell’eqoazio- 
..e (H<) solo per distinguere le sue ordinate da quelle che era- 
no prese sull’ asse primitivo AX , (Fig. 5 a) del quale non ne 
faremo piti considerazione e l’equazione (H') diventerà , 

ay ’ -|- bxy -f- c x’ -}- Dy -f- E x -j- F =0. 

Questa equazione avendo la stessa forma dell* equazione (A*), 
possiamo perciò rappresentarla con quest’ ultima , cioè a dire 
riguardare l’ equazione (A 1 ) come quella che si rapporta al- 
l’asse A'X'. 

157. Se l’ultimo termine f è zero , 1 ’ origine sarà sulla cur- 
va : poiché i punti in cui la curva taglia 1’ asse delle ascis- 
se, determinandosi co’ valori che prende x nella sua equazione, 
quando si fa y — o , ne segue che facendo questa sostitu- 
zione di y— o, ne risulterà l’equazione (F 1 ) , la quale , per 
essere f-=z o , si riduce a 

cx % -f- ex = ©. 

Questa equazione decomponendosi in due fattori , poiché può 
mettersi sotto questa forma 

x ( tx -j- e ) = o , 

e 

essa è soddisfatta facendo x = o , e facendo x — : dun- 

c 

que il valore di x = o essendo quello che ha x all’ origine , 
ed esso appartenendo al punto y z= o , cioè a dire a quello in 
cui la curva taglia l’asse delle ascisse , ne segue che 1' origine 
è sul la. curva. 

i r >8. L'esame del caso in cui l’origine è sulla curva ci por- 
ta naturalmente a cercare a quali segni si può conoscere quan- 
do l’origine è nella curva, o fuori di essa. 

A tale effetto , facendo y =0, i valori di x saranno le di - 
stanze dall’ origine al punto in cui la curva taglia l’asse. Que- 
sta ipotesi di y = o , riduce l’equazione (A') a 

” cx*-\-ex-^f— o, 

cioè ad 

ex f 

** + - + “= o (F)- 
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Questa equazione è stala di già risoluta , art. e 

3C K C 

Se le radici di questa equazione , che ra presenteremo con x' 
dd x " , sono di segni contrarii , esse esprimendo la distanza del- 
r origine a’ punti in cui la curva taglia 1’ asse A'X' (Fig.5a), 
UDa distanza sarà positiva e 1’ altra negativa : il che esige che 
l’origine sia posia sopra un punto della parte RR' dell’ asse 
A'X' intercetta nella curva. Se al contrario le radici sono del 
medesimo segno , l’origine non potrà essere che sopra un punto 
dell’ asse A'X' situalo fuori della parte intercetta RR' 

Quindi per sapere se 1’ origine è sopra di RR' cerchiamo la 
Condizione necessaria affinchè le radici dell’equazione (F') sia- 
no di segni contrarii. 

i5g. Questa condizione è che la parte razionale del valore 
di x , sia minore della parte radicale ! poiché in tal caso que* 
st’ ultima determinerà il segno del valore di x. 

E siccome in una delle radici la parte radicale e positiva e 
nell’ altra è negativa , perciò le due radici dell’ equazione (F') sa- 
ranno di segni contrariò 

i 6 o» La parte razionale sarà sempre minore del radicale y 

/ 

se f e c sono di segni contrari! 5 poiché in questo caso , — » — • 

> c 

essendo una quantità positiva (*) , si avrà 

20 4 c * c 

Dunque , quando f e c sono di differenti segni , le radici*' 
ed *" essendo ancora di segni differenti, 1 origine deve trovarsi 

(*) Per esempio se , nel mentre che c è positiva , f rap- 
presenta la quantità negativa — P , si avrà in questo caso 

c c oc 

r v 

il che dimostra che — — ha per valore uha quantità, positiva — 

0 c 

* (tÀut.) 
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cupra un punto dalla parte intercetta RR'. Per la stessa ra- 

/ , 

gione , se/e c sono del medesimo segno essendo nega- 

c 

tivo , la parte radicale diventa minore della razionale , e le 
due radici x' ed x " sono del medesimo segno. Dunque allora 
l’origine si trova situata sopra un punto dell'asse A'X* , fuo- 
ri dalla parte intercetta RR'. 

1 6 1 . È intanto da osservarsi che se f e c sono di segni dif- 

/ 

ferenti — • — essendo positivo , là parte radicale è reale , e la 
c 

condizione dell’ art. i48, affinchè la curva taglia l'asse delle 
ascisse sar'a soddisfatta. 

i6a. La teoria delle equazioni ci la conoscesere che il se- 
condo termine dell’equazione (F*) preso nel segno contrario è 
eguale alla somma delle radici x 1 ed x tl di questa equazione (*) 
Queste radici , siccome abbiamo veduto , art. i58 , espri- 
mono le distanze dell'origine a' punti R ed R' in cui la cur- 
va incontra P asse delle ascisse : per conseguenza quando e= o } 
si avrà • * 

x 1 -f* *" zxz o. 

Questa equazione ci mostra che x 1 ed x 1 * debbono essere eguali 
e di segni contrarii. 

Quindi , quando il coefficiente e è nullo , 1’ origine è situata 
sola linea RR', in un punto A w tale che A"R = A"R' , cioè 
a dire , alla metà di questa retta RR' , il che per altro è 
evidente , poiché 1’ equazione (F*) riducendosi ad 

f 

+ - = 

e 


ci dà 

e 

e siccome questi valori non possono essere immaginarli , poi- 
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che la curva iutereseca 1’ asse delle ascisse , art. 1 55 , e i5G, 
quindi se si prendono le ascisse 

+vizy,_viz, 

c e 

rappresentate, nella figura 5a, da A M R' e da A ,f R si deter- 
mineranno i punti d’incontro R* ed R , che saranno ad eguali 
disianze dall’origine. 

i63. In fine e ed f possono essere entrambi nulli. Allora , 
per la condizione di _/== o , 1’ origine dev’ essere sulla curva , 
art. 1 ^ 7 ; e per la condizione di e = O , l’origine dev’essere 
ad eguali distanze da’ punti in cui l'asse incontra la curva.' 
Dunque le due distanze eguali dall’origine alla curva si ridu- 
cono a zero . perchè l’origine è sulla curva. Risulta perciò che 
l'asse delle ascisse non incontra la eurva che in un sol pun- 
to , vale a diré che I’ asse delle ascisse diventa tangente alla 
curva. 

Si dimostrerebbe similmente che s ef e d sono entrambi nulli , 
F asse delle ordinate diventerebbe tangente alla curva (*). 


C’J Si è veduto che quando c = o , ed f — o V asse, delle 
ascisse è tangente alla curva , e V origine è su di essa , e che 
lo stesso accade riguardo all' asse delle ordinate, quando il — <> 
ed l = o. Ma ciascuno degli assi coordinali potrebbe essere 
tangente alla corca , senza che l' origine fosse su di essa , ed 
in particolare f asje delle, ascisse sarà tangente alla curva , se 
si ha e’ — j cf , e 1' asse delle- ordinale sarà tangente quan- 
do si ottenga d’ — 4 af } e che. se queste due condizioni han- 
no luogo nel tempo stesso , allora saranno entrambi gli assi 
tangenti alla curva- 

Per trovare la leggittimità di queste condizioni è da osser- 
varsi che facendo nell' equazione (/#') y = o, si avrà 

ci’-j-ex-f-fz:o 

le radici della quale saranno le distanze dcdC origine a'punti 
in cui la curva interseca V asse delle ascisse . SciogUendo- q ue- 
sta equazione si ha 
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164 . Essendo necessario che il coefficiente del termine in 
p sia nullo , affinché 1’ origiue sia alla mela della linea RR » 
De segue che se si cerca 1' equazione della curva allor quando 
si rapporta a questa nuova origine, ciò che la caratterizzerà , 
è eh’ essa non avrò il termine in x. Per ottenere questa equa- 
zione , sia iti generale x 1 1’ ascissa che parte da un’ altra ori- 
gine diversa da A* , presa sull’ asse A'X' ; e sia a la differen- 
za che passa tra le ascisse x ed x* , differenza che può essere 
positiva o negativa , secoudo che x sarò maggiore o minore 
di x 1 . Vi sari» tra x ed x> la relazione x — x' = «s Sosti- 
tuendo questo valore x = x' -|- 4 nell’equazione (A 1 ) , si avra 

«tv* 4- l> x'y 4- cor 1 * + I y + e I ** +/ = o-,....(I < )- 

J ■ +*«| + ac<«| +<■«•’ 

-f-em 

La nuova origine non essendo punto fissata , possiamo consi- 
derare la quantità a , che ne esprime la distanza dall antica , 
come una quantità arbitraria , della quale disporremo convenir 
eoiemeute affinché il coefficiente di x‘ in questa nuova equa- 
zione , sia nullo | avremo dunque 

e+ic »—o ; 



Ora affinchè V assi delle ascisse sin tangente alla curva è 
necessario che queste due radici sieno eguali , jroichè in taf 
caso i due punti di intersezione si uniscono in uno ", ma affin- 
chè i valori di x , cioè 



fieno tra loro eguali , è necessario che il radicale sia zero-* 
JU inique In condizione necessaria affinchè l' asse delle ascisse 
fia tangente alla cuna è che si abbia. » » « » 


V i j* c* 1 

= o , ossia — — =r o, onero e* = 4 c f • 

4c* c 4c* c 

Similmente si dimostrerebbe che V asse delle ordinate, sara tan- 
gente alla curva , quando si ha d* = 4 a ^ i e c ^ e ** ft ne 1 
due assi saranno entrambi tangenti aliti curva , quando si avrà 
nel tempo stesso 

e a == t * 


d a == 4 a f- 

(11 Traduttore) 
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dalla quale si ricava 

e 

ic 

Si sostituirà questo valore nell’ equazione (P) , ciré per 
semplicità la rappresenteremo con 

qy> -f- bx'y -f- ex' * -+- Dy + F = o (J') , 

nella quale le coordinate x‘ ed y sono coniate da un’ altra ori- 
' e 

gine, distante dall’origine A* di uDa quantità «= — — , poi- 

2 c 

elle cc c l’eccesso della minore delle ascisse x ed x' sull'altra. 
La curva dunque potrà essere costrutta con I’ equazione (P) , 
e sarà tale elle l'origine deile x‘ saia alla meta A" della par- 
te dell' asse tagliato dalla curva j poiché quando y = o , l'e- 
quazione (P) da per x' due valori eguali e di segui contraili 



c c 


i65. L’equazione (P) costruirà dunque la curva istessa del- 
1’ equazione (A'); ina prendendo una origine differente , che 
sarà alla metà della parte intercetta fili' dell’ asse delle ascisse. 

Ni avrebbe [Kitulo similmente far svanire il termine in y , 
eguagliando a zero il coefficiente di questo termine dell’equa- 
zione (P) , ovvero sostituendo y* -j- in luogo di y nell’equa- 
zione (A') , ed applicando alla nuova equazione un processo 
analogo al precedente. Ma saiebbe un errore credere di poter 
liberare l’equazione (A') dà due termini affetti dalle prime 
potenze di x e di y , quando dopo di aver latto svanire il 
termine iu x dall’ equazione (A') , si sostituisse in vece di y , 
il valore y* -f- 0 , per privare ancora questa equazione del ter- 
mine ily ; poicliè , questo valore di y 1 -)- (S, dovendo sostituirsi 
in tutti i termini in cui entra y , qualora si mettesse nel tei-» 
mine bx'y , esso farebbe nascere i termini b x 1 y 1 e b fi x' , il 
secondo de’quali ristabilirebbe nella nuova equazione la prima po- 
tenza dell’ ascissa. Dal che si dovrà couchiudere che non potrà 
svanire uno de’ termini che contengono la prima poleuza delle 
variabili , senza che non rinasca l’altro. 

1 G 6 . Si può vederp, nella figura 5.1, la circostanza geometri- 
ca che corrisponde a questo latto analitico : poiché se hi eur- 
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v a costrutta da principio con 1’ equazione (B') è rappresentai* 
RSR'S' , essendo 1 ’ origine A' , per Irasportarla alla metà 
ài RR' , si sostituirà nell’ equazione (A 1 ) il valore x' -f- a , e 
1 equazione (!') , che ne risulterà dopo di aver fatto svanirò 
il termine in x' , sarà l’equazione che costruirebbe la curva, 
prendendo A" per origine. Se si sostituisce in seguito ad y , 
su questa equazione (J'), il valore y' -J- y 3 , e che a cagione 
dell’ indeterminazione di $ , si faccia similmente svanire il coef- 
ficiente di y' , l’ origine si troverà trasportata alla metà del 
nuovo asse SS' nel punto A 1 ") ma allora la parte intercetta del- 
Y asse delle ascisse , in luogo di essere RR' diventando TT' , 
non è più divisa in due parti eguali nel punto A 1 " come lo 
era RR' in A". 

167. Quantunque sia impossibile di far svanire nel !emp„ 
flesso i termini ex e dy , con sostituire successivamente i va- 
lori x' -0, ed /S , non sarà però lo stesso se questa 

sostituzione si là simultaneamente nell’equazione (A'). 

In fatti quando si sostituisce prima il valore x' -f- « in luo- 
go di x , e che si mette eguale a zero il nuovo coefficiente 
della prima [Utenza di x 1 , si assoggetta I’ origine a trovarsi 
(Fig. 53 .) sulla pietà A" della retta RR 1 ; e sostituendo in se- 
guito v'-f- yj in luogo di y , non si può disporre dell’ indeter- 
minata yj , che trasportando 1’ origine sopra un punto della 
Tetta SS'. Dunque 1 ’ origine non può allora aver più una si- 
tuazione arbitraria a riguardo della curva. 

La situazione delTorigine sarebbe egualmente limitala , se si 
fosse incominciato cpn far svanire il termine in y ; ma l’ori- 
gine potrà trasportarsi in un punto qualunque , se si sostitui- 
scano nel medesimo tempo i valori x' -f-#, edjr' -f-/3 in luo- 
go di x e di y , e che si dispongano convenientemente delle 
indeterminate * e y 3 . 

168. Sostituiremo dunque nell’equazione (A’) , i valori 


y + fi =y ed x' -f- « 

— x ; troveremo 

tiyl’-^-kx 1 j'-f-cx* 1 -f- La 

y > Ò/J *' 4- «y3* \ 

2 a B 

2 cu lafi / 

d 





/ ) 
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DISCUSSIONE DELI.’ EQUAZIONE GENERALE 89 

Determinando a e (2 con. la Condizione che i coefficienti di 
*' ed y' siano nulli, avremo ira a e fi le equazioni 

£«-f-3a/S-f-rf=o, 
b & 1 c*-\- e — o. 

Da queste equazioni si ricava 

2ae — db icd ■*— eb 

«——• — — , = ~ — 7- (LO- 

0* — - 4 OC t > * — 4 

L’ ipotesi di — 4 ac — o , che rende questi valori infini* 
ti , essendo quella che deve aver luogo , art i4° j allor quan- 
do la curva è una parabola , ne segue che » e fi non hanno 
valori finiti e determinati che nelle curve de' due primi gene- 
ri , ed è perciò che considereremo solamente queste due curve 
in quello che segue. 

Sostituiamo, nell’ultimo termine dell'equazione (K/)- i va- 
lori di % e di fi , e rappresentiamo quest’ ultimo termine eoa 
F. L’equazione diventerà 

ay'* bx 1 y' -f- ex* 1 -j- F := o... (M 1 ) , 

e P origine si trasporterà in un punto C , che sarà tale che 
saccndo y — o Dell’equazione (M') , si troveranno per 1 ’ ascis- 
fa x, contata da questo punto G, i due valori eguali e di se- 
gni contrarii 

w ir, -V3, 

c C 

e che facendo x = o , si troveranno per 1’ ordinata y i due 
valori eguali e di segni contrarii 

wn, .-vn 

a a 

169. Il punto C è unico nella curva de’ due primi generi , 
poiché le coordinate et e fi di questo punto non hanno che un 
valore. Questo punto , del quale noi faremo conoscere le pro- 
prietà , porta il nome di centro. 

170. I numeratori delle frazioni (L') non possono diventare 
entrambi nulli } poiché 4 e lo sarebbero egualmente , e per 
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Conseguenza le due origini si confonderebbero , e le proprietà 
“ella nuova origine appartenendo allora all' antica y si cadreh- 
* ,e in questa contradizione , che l’antica origine sarebbe alla 
“•età della parte dell’ asse delle ascisse intercetta nella curva; il 
che abbiamo dimostrato d’ essere impossibile , allorquando l’e- 
quazione non ha perduto il termine in x. 

*7 * * L analisi ci conduce al medesimo risultalo : poiché il 
valore di d , ricavato dal numeratore aae — db zzz o , e posta 
nell' altro numeratore lai — cb — o , darebbe 

e 

— (4 ac — b* )=:o; 
b 

il che è assurdo nelle curve de’ due primi generi. 

fji. Ala uno di questi numeratori potrebb'essere nullo , sen- 
za cbe_ 1 ' altro lo fosse fer esempio : se me — db — o il 

valore di e , ricavato da questa equazione , causerebbe quel- 

lo di /? in 

db * 

led — ■ — 

la d ( b* — 4 oc ) d 

b 1 — 4 30 b % — .4 °c 20 

d 

per conseguenza l’ipotesi di <*= o , dà /J == . Si di- 

ia 

mostrerebbe del pari che se ($ — o , in tal caso dovrà essere 
e (b 1 — 4 ac ) e 

le ( £’ — 4 oc) ac 

i^3. Risulta dunque da quanto precede , che tutte le pro- 

F rieta delle curve de’ due primi generi saranno racchiuse nel- 
equazionc (VI 1 ) ; ed osservando come nell’ art. i56 , che 
quando non si considerano che gli assi 11' , LL' , e 1’ equazio- 
ne che vi si rapporta, si possono sopprimere gli apici , si avrà 

' a y‘ *4" bxy 4 - ex* F =5 0 (N 1 ) , equazione generale 

delle curve che hanno il centro • 

Esaminiamo ora qual’ c 1’ influenza del coefficiente b nella 
curva- 

J 74 ' ka prima idea che si presenta , è che quaudo l’equa- 
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tione generale si risolve per rapporto ad y , resistenza del ter- 
mine in xy fa diventare la parie razionale del valore di y , 
una funzione in cui x entra al primo grado. Abbiamo vedu- 

bx d 

duto , art. 143 , che questa parte razionale — dava 

20 2 a 

luogo all’equazione di una retta BC o B'C'(Fig, 5 o. ), chia- 
mata diametro , la quale divideva la curva in due parti egua- 
li ; e che se b era nullo , il diametro , art. 146 , o si confon- 
derebbe con 1 ’ asse delle ascisse , o gli diventerebbe parallelo. 
Si può aggiungere ohe quando b non è nullo , 1 ' angolo che 
fa iì diametro con la direzione dell’asse delle ascisse , è tanto 
più grande quanto più b cresce ; poiché la tangente trigono- 

b 

metrica di quest’ angolo essendo — , questa espressione si ao- 

2 o 

cresce a misura che cresce il suo numeratore b. 

175. La grandezza di b non dipendendo che da quella del- 
1’ angolo che fa il diametro con 1’ asse delle ascisse , ne segue 
che se noi immaginiamo che 1 ’ asse delle ascisse CX , giri in- 
torno dell’origine C ,e prenda una posizione CX* (Fig. 54 -) 
è chiaro che il diametro passando per la metà di tutte le cor- 
de perpendicolari all’asse , art. I/J 5 , cambierà ancora di po- 
sizione , poiché le corde non saranno più le medesime. Ciò 
basta per concepire la possibilità , che l'angolo formato da 
CX' col suo diametro , sia differente da quello che l’asse pri- 
mitivo formava col suo , ed anche che possa diventar nullo. 
Ju questo ultimo caso, il coefficiente di x y dovrà svanire nel- 
l’equazione relativa al nuovo asse CX'. 

176. Cerchiamo dunque di determinare l’angolo arbitrario 
X'CX , con la condizione che il coefficiente di xy sia nullo. 

A tale effetto , sia C 1 ’ origine trasportata al centro , e CX 
1’ asse che si rapporta all’ equazione 

ay’ + b xy -f- c x 1 -{- F =;o. 

Tiriamo un altro asse CX', ed abbassiamo su quest’ asse, 
da un punto qualunque M della curva , le perpendicolari MP 
ed MQ , c facciamo 

CP =3 x ; PM =y ; CQ =3 x' ; QM =3 

Rappresentiamo con p l’angolo XCX' de’ due assi : que- 
st’ angolo sara eguale all’ angolo CQN } che forma la parallela 
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NQ all’asse CX eoo 1’ aiiro asse. Ora , MQN essendo il com- 
plenicuto di quest angolo , sarà 

scn MQN = cos p , cos MQN = sen p : 

Ciò posto , noi avremo evidentemente 

* = CP = CL _ PL = CL — NQ , 
y = PM = NP -f- MN = QL -f- MN. 

Osservando ora che in generale , in un triangolo rettangolo 
.n cu, un angolo acuto è A , e 1’ ipotenusa b , ,1 lato oprato 
all angolo A ha per espressione b sen A , e l’altro lato ha 
per espressione b cos. A (*) , avremo 


CL = CQ cos. /> = x* cos. p t 
QL = CQ sen. p — x 1 sen. p , 

N Q — - MQ cos. MQN ~ y 1 sen. p , 
MN — MQ sen. MQN =y* cos. p. 
Mettendo questi valori in quelli di x e di y , si avrà 


x = x' cos. p —y' sin 
y = ** sin. p-\-y 1 cos 


l P> > 

Pi ) ‘ 


(O'). 


177 . Ora mediante queste espressioni si potrà trasformare 
1 equazione oy 1 -j- bxy + ex* + F = o in un’ altra che noi» 
contenga che delle x 1 e delle y' , e per conseguenza che espri- 
ma Ja relazione che esiste tra le nuove coordinate. Facendo ie 
sostituzioni necessarie , si trova 


a sen.p * x ,a + ia sen. p cos.p\ 
b sen. p cos p — b sen.p ’ 

-f-ccosp’ + bcos.p' 

—2c sen.p cos.p. 


—uavn.fjcosp 

-j- c sen.p' 


(') Ciò si dimostra facilissimamente ; poicki il triangola 
(Fig- 55.) paragonato a quello delle tavole f in cui il rag- 
gio è i' unità , dà le proporzioni 

AC : CB : : 1 ; seti. A , AC : AB : : 1 : cos. A } 
dalle quali si ricava 

CB~ AC sen. A, AB t= AC cos. A. 

( L’aut. } 
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Dividendo tutta l’equazione per cos. p % , riducendo e met- 
sen. p 

tendo in luogo di il suo valore tan. p , ed osservando 

cos. p 


che l’ultimo termine diventa 


cos.p * 


= (!-{■ tan. p' ) F j poi- 


ché il raggio è medio proporziouale tra il coseno e la secan- 


* 

te , e che perciò in generale , si ha — segante 

cos. 

’ r -f- tan.' 1 , si trova 

4- 

1 a tan.p 1 
-f- b tan.p 

+ c 


x' 1 -f- la tan.p 

x'y* -j- a 

— b tan .p 1 

— b tan. p 

+ b 

-f-c tan.p 1 

— ac tan.p 


( i+tan.p')F 

=° »(Q'). 


Tal’ è 1 ’ equazione che esiste tra le nuove coordinate x> e d 
y' , contate sull’ asse CX' , che fa un angolo p con la dire- 
zione dell’ asse primitivo CX delle ascisse. 

178. Quest’angolo p essendo arbitrario, possiamo determi- 
narlo con la condizione che il coefficiente di x' y> sia zero 
T angolo p sarà dunque dato dall’ equazione 

la tan. p — b tan. p* -\-b — a c tan. p = o , 

dalla quale si determinerà l’angolo p, nel modo seguente. 
Ordinando per rapporto a tan. p , e cambiando i segni , si avrà 

b tan. p % -+■ ac tan. p — a a tan. p — b = o....(R') , 

ovvero , dividendo per b , e facendo un sol coefficiente d* 
quelli di tan. p 


tan. p * — a 


(a— c ) 


tan. p — t=o. 


Risolvendo questa equazione del secondo grado, si otterrà 
tan.p=- ^ ±r \/ ~~ C )% . -f- 1 (S'), 


valore che Don potrà esser mai immaginario , poiché la quan- 
tità che sia sotto al radicale si compone dell’ unità , e di un 
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94 TEORIA DELLE CURVE DEL SECONDO ORDINE, 

quadrato , che è essenzialmente positivo. Dunque è sempre poS» 
aibile di determinare l'angolo p. 

179. Abbiamo veduto, art. 174» che quando il termine 
in xy è nullo , il diametro diventa parallelo all' asse delle 
ascisse , e per conseguenza è perpendicolare a tutte le corde 
eh' esso divide in due parti eguali. L' equazioni (S ; ) dandoci 
due valori per p , è segno che vi esistono. due diametri AB , 
DE (Fig. 54 ) che tagliano ad angoli retti tutte le corde. Egli 
è facile di dimostrare che questi due diametri sono tra loro 
perpendicolari , e per conseguenza che 1 ’ uno non è altra cosa 
che la doppia ordinata elevala dal centro sull'altro diametro. 

A tale oggetto , chiamiamo tan.p' , e tan.p" i due valori 
di tan.p dati dall' equazione (S*). Questi due valori essendo 
di segni contrarii per la ragione eh’ essi dipendono dal radica» 
le il quale è evidentemente maggiore della parte razionale , de- 
termineranno le tangenti degli angoli DCX , BCX situati uno 
al disopra e I’ altro al disotto dell’ asse CX. Ora è facile di 
dimostrare che la tangente di BCD , che risulta dalla lor som- 
ma è quella di un angolo retto ,■ poiché , rappresentando 
( per abbreviare ) il primo valoreftan p‘ dell’ equazione (S‘j con 

a -J- V^i J -J- i 

il secondo sarà 

1 ossia 1 vr+* I _ o) 

e si osserva che il segno negativo che affetta quest’ ultima tan- 
gente , non serve che ad indicare la posizione a riguardo del- 
l’asse CX , esso potrà sopprimersi quando non si considerano 
che i valori assoluti di queste tangenti , e si avrà 

tan. p" — \ 0 ‘ -j- 1 — a- 

Ciò posto , sì sa dalla trigonometria che tan. (p' -j- p") — - 
tan.p 1 -f tan.p" 

— : sostituendo i valori di tan. p' e di 

1 — tan.p 1 tan.p" » 

tan.p " avremo 

o-j- Va’-J-i — o-l- 

tan.^p'Jpp") = : 

a s ] 



(*) La perpendicolarità di questi diametri si potrà più sei n- 
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dunque l’angolo BCD è reno , e , 6e AB è uno de’ diame- 
tri cercali , ED sarà 1 ’ altra. 

180. Sosliiuendo il valore di tangente p nell’ equazione (Q 7 ), 
si otterrà una nuova equazione che si rapporterà ad uno de- 
gli assi CD , CB , che formano con 1 ’ asse CX degli angoli 
le tangenti de’ quali sono tali che l’ordiuala rettangolare po- 
sitiva sarà sempre della medesima lunghezza dell’ ordinata ne- 
gativa che ne forma il prolungamento. 

Chiamiamo P e Q i valori assoluti de’ coefficienti di x 7 * e 
di y 7a dell’ equazione (Q 7 ) , e chiamiamo R il termine costan- 
te , che lasceremo solo in un membro , dopo di averlo reso 
positivo , se non lo fosse , con cangiare i segni dell’equazione. 
La combinazione de’ segni de' termini che sono nell’altro mem- 
bro , non potrà dare all’ equazione, sprovista del termine x'y' 
art. 178, che una di queste furme 

P/’ + Qx’* = R ; . . . (T 7 ) , 

Qx 7 * — P/* = R .... (TP), 
py* — Qx'> = R .... (V'). 

181. Quando l’equazione si' presenta sotto la prima forma 
(T 7 ) , questa equazione risoluta ci dà 


v =W(F *”)! i 

il radicale diventa immaginario , quando si lia 

x 7 » > _ , ossia ^ \ q i ' * 

Danque prendendo due ascisse CB e CA eguali a 


la curva non potrà estendersi al di là di AB, e per conseguenza 
sarà una Ellisse. 


plicemente dimostrare in questo modo. Siena p 7 e p 77 le ra- 
dici delV equazione ( 9 7 ) , esse saranno le tangenti trigonome- 
triche degli angoli che i diametri fanno con C asse primitivo 
CX. Ora essendo , per la teoria dell' equazione , p* p ,7 = — • , 
ossia p* p 77 1 — o , saranno perciò i diametri tra loro per- 

pendicolari (nota dell' art. 102). (Il Traduttore). 
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96 TEOMA DELLE CORTE DEL SECONDO ORDINE. 

182 Quando 1 ’ equazione li presenta sotto la seconda fot 1 * 
ma (U') , essa ci dà 


/ ==b 


e dimostra che il radicale diventa immaginario , se si ha 

R , . /H 

*'*<—, ossia td < — 1 

Q ’ Q 

ma che dando ad «' de’ valori maggiori di ^ — , il radica* 
le esprimerà sempre una quautità reale ; dal che segue che 

prendendo due ascisse CB e CA (Fig.57) eguali a ^ — la 

curva sarà interrotta nel suo corso solo nello spazio che cor- 
risponde alla parte AB dell* asse delle ascisse , e prolungherà 
fuori di questo spazio due rami che si estenderanno all’ infini- 
to. Dunque la curva sarà una Iperbole. 

• 83 . In fine l’equazione può rappresentarsi sotto la forma 
dell’ equazione (V'). Risolvendola , si itpva 

e si vede che sarà sempre possibile di prendere per x 1 qua- 
lunque valore positivo o negativo che sia ; poiché sempre q ue * 
sto valore ne determinerà uno reale per y 1 . Non è lo stesso 

riguardo ad y 1 } poiché se r* s: o , allora y 1 — — P 

e non sarà possib ile che abbia altri valori più piccoli (*) e 


(*) Si farà ciò manifèsto considerando che il valore di . . . . » 



ricavalo dell equazione (V *) diventa irti* 


Jl 


DISCUSSIONE DELL* EQUAZIONE CEHEBÀLt 

siccome questi due valori di y 1 sono sempre eguali e di segni 
contraili , nàscerà dunque (Fig.58.) ài di sotto dell’ asse del- 

V 'g" 

— una secoli. 

da patte N'ÀM' della curva , assolutamente simile alla parte 
NBM che sta al di sopra. 

Queste due parti , composte ognuna da due rami j si pro- 
lungano fino ali infinito , allontanandosi da quest’ asse. Dietro 
di questi Caratteri , si vede che là burVa dev’ essere posta 
nella classe delle iperboli. 

i84- Le iperboli date dalle equazioni (U') , (V*) , non so- 
lio pbnto ira loro differenti. 

Poiché sia un punto fa (Fig-. 58) determinato mediante le 
Coordinate CP — a:' , PM — jr . se si prende CY per asse del- 
le ascisse , le coordinate relative a quest' asse saranno 

CQ= x , QM=y. 

Ora si ha evidentemente 

CP = QM 4 e Pfa = CQ j 
ossia x'=zy , y'= x : 

dunque , riguardando *' come 1’ ordinata ed y> botile P ascissa 
bell equazione (V') , si costruirà la medesima curva , purché 
si portino le ascisse sulla direzione di CY ; ma , in questa ip 0 - 
tesi , l’equazione (V) rientra nell’equazione (U'j , poiché nel- 
1’ una c nell’ altra , il termine che Contiene il quadrato del- 
1 ordinata è negativo nel primo membro. 

i85. Risulta da quanto precede , che rappresentando le coor- 
dinale con x e oon y , l’ equazione (N') delle curve de’ due 


tnaginarìo quando si ha 


e per conseguenza 
£oucharÌa( 


*y* <H, ossia 

P 


y<V i. /tt " 1 

P ( Autart y t 
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prilli i generi , non comprenderà die le «lue equazioni seguenti 

Py’ + Q** = R- • • • ( W 0> 

Qa? 2 — Pjy’ — R. . . • (N') > 

la prima delle quali può essere quella di qualunque ellisse ^ 
e Conseguentemente porta il nome «li eq nazione d^lì ellisse , e 
la seconda per la medesima ragione porta il nome di equazio- 
ne deir iperbola. 

186. Non ci resta più che a mettere queste equazioni sotto 
la forma in cui 1' omogemetà de' termini che la compongono 
sia in evidenza. , 

A tale oggetto, dividendo tutt’ i termini dell’ equazione (\V') 
per R , la scriveremo in questo modo 

P Q 

— y l -\ — *‘= 1 , 

R R 

y* ** 

ossia 1 = 1 • 

. . . R P 

P Q 

Ora 11 secondo membro essendo di ninna dimensione , biso- 
gna che 1 due termini che compongono il primo membro sie- 
ri, ancora di niuna dimensione , e siccome i numeratori y’ ed .c* 
sono ciascuno di due dimensioni , lo stesso dovrà essere de de- 
nominatori. Potremo dunque rappresentare 



e 1* equazione di sopra diventerà 

£! + £ — i ■' ■ 

b * a' 

e comparirà allora sotto una forma omogenea. Facendo sparir 
i denominatori , si ottiene 

a > y-> -f- b' x* = a * b ' , equazione delV ellisse rapportala 
al centro. V 

187. L/c«nan»i a e b ci tengono rappresentate nella curva da 


Digiiized by Google 


* DISCUSSIONE DELL 1 EQUAZIONE GENERALE §g 

linee rimarchevolissime. Per conoscerle, facciamo jrb&jm.l'equa- 
tione ( M ’ 1 ) ci dà 

R 

x* — — f 

Q , . . 

questo valore è precisamente quello che abbiamo rappresentato 
con a 1 , dunque a è la lunghezza dell’ascissa che corrisponde 
ad y trr 05 e siccome I’ ordinata è nulla al punto B in cui 
1 * ascissa incontra la curva (Fig. 56 ) , ne risulta che ' T a- 
scisse CB=o. Facciamo in seguito x — 05 l’ equazione 
(W') ci darà 


R 



pel valore che abbiamo chiamato 4 * , la costante 4 sarà dati* 
que rappresentata dall'ordinata che passa per I’ origine , poi* 
chè è quella che corrisponde ad xr=o , e si avrà 

, « _ a »* * •* / ■ , # * A* • " 

■ . , CD 4 , 

Dunque a e 4 hanno il vantaggio sulle costanti P , Q ed 
R di rappresenlSre linee che possono dare una idea della strut 
tura delia curva. ~ v 


t88. Le linee ABs=ao, ed ED ib si chiamano l’asse 
maggiore e 1’ asse minore , ovvero primario e secondario ; e 
quando vengo simultaneamente nominati essi si chiamano i dia- 
metri principali. ’ 

189. Si perverrà del pari a rendere manifesta l’omogenietà 
dell’equazione (X 1 ) , rappresentandola sotto la forma seguente 

Q p 


R 

ed in seguito sotto quest' «lira: 


— ar* y‘ sa 1 


R , • 


i 

- I ' 
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questa equazione diventerà r t 


x’ y * 



e facendo sparire i denominatori 

b' x % — a* y‘ = a* 6’ equaiionc delì iperbole' rapportata 
al centro. 

. e • 'T • ‘V ; 

190. La costante a , in questa equazione , rappresenta la li- 
nea CB (Fig.57 - ) che corrisponde ad y = o j poiché in questo 
caso , l' equazione si riduce a 

b* x* = o‘ b'\ 

e dividendo per b ’ , essa diventa 

x 3 — a 

dalla quale si rieava 

<• irta. 

Ma non si potrà dire lo stesso che la costante b rappre- 
senta una linea determinata nella curva ; poiché 1’ ipotesi 
di x ~ o , da 

y ~ V — {•=:+■ i V — 1 f 

e per conseguenza , 1’ ordinata che corrisponde ad * ss o , è 
immaginaria. Quindi il doppio di quest'ordinata che é l'asse 
minore , é immaginario : laonde l’iperbola non ha asse mino- 
re. Intanto , per analogia con l’ellisse che ha due assi si 
chiamano le quantità 21» , ab 1' asse primario e 1’ asse secon- 
dario , quantunque di quest’ ultimo il vero valore sia 



191. Possiamo ora confermare ciò che dicemmo nell'artico- 
lo 14 1 , che nna equazione di questa forma 

B xy Dy -J- Ex F ~ o , 

• quella di una iperbola. 

A tale effetto, scriviamola in questo modo 

D E F 

— 7-f-i+- = o, 

B B B 
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t facendo 


discussione dell' equazione generale 

DEE 

— , B — B — /. 

essa può trasformarsi , mediante questi valori , ia 


101 


«y+fy + e»-f/=o. 

Il valore di y ricavato da questa equazione , saia 
—ex—/ 


y — 


x -J- d 


t 


ed , effettuando la divisione 

ed —f ed -f 

y— — e -j- , ovvero • 

x -f - d x -j- d 

Facendo jr -f-esTt 1 , x-|- drszx* : trasportandogli assi paral- 
lelamente a loro atassi , a distanze che sono rispettivamente, 

ed-/' 

(art. i 5 i e i 53 ) e e <f, 1 ’ equazione diventa /= , 

x 1 

ossia x'y'zxzed — /, e per conseguenza è quella di una 
curva che abbiamo veduto avere quattro rami ( art. 1 3 o ) 
Quando ed — /, è negativo, i valori di y prendendo sempre 
un segno contrario a quelli di x , la curva , in luogo di es- 
sere situata negli angoli XAY , X'AY' ( Fig- 44 ) s ‘ troverà 
compresa negli augoli XAY r , X'AY ( vedete 1 * art. j 4 ) 

190. Per dare all'equazione xyxx:k la forma delle curve 
a centro , sostituiamo ad x ed a y i valori dati dalle formu- 
le (O) art. 176. 

x = x 1 cos. p — y' sen. p~ 
y ss x* sen.p -| - y> cos. p 

ed avremo 

sen. p cos. p x 1 ' — sen ■ p' I x' y' — sen. p cos. p y* % = K 
cos.p' I 

equazione eh* entra nell’ equazione (N') delle curve a centro, e 
soddisfa la condizione prescritta per essere una iperbole (art. 1 4° 
Infine questa equazione diventa quella d’una iperbola rapporta- 
ta al centro , se si fa — sen p' -f- cos.p’rso , il che da cos ■ p * =s 
un. p' — 1 — tos. p' , della quale si ricava «01 p — ±_ sen -pi 
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c secondo il valore che si prende per cos. p , la trasformala si 
riduce a 

sen p'x 1 * — sen. p* y 1 ' — Jf, o pure sen-p* y % — senp , x l, = k‘ 

Si metterà in seguito per srn.p 1 il suo valore | dato dal» 
l’equazione Sen, p * — cosp' — i — sen. p % . 

iy3. Quando l’equazione generale si rapporta alle curve 
del terzo genere , abbiamo veduto , art. 168 , che la condi- 
zione A’ — 4 ac ~ o rende inliiiiti i valori di m e di (i \ il che 
non permette di trasformare 1’ equazione (A ( ) in un’ altra pri- 
va de’ termini che contengono x ed y al primo grado. 

Ma , se si ha per oggetto di solamente far svanire uno di 
questi termini , sostituendo , nell’ equazione (A. 1 ) , y 1 rj- j3 in 
luogo di y , ovvero x? -f- a in vece di x , si otterrà 1 ’ equa- 
zione (G'; , art. i55 , o l’equazione (1') art. tG4- Esaminan- 
do. i coefficienti de’ termini che si trovano affetti dalle prime 
potenze di x e di y . si vedrà che ciascuno di questi coeffi- 
cienti non contenendo che una delle tre lettere a , b , c , non 
può , quando è posto eguale a zero , stabilire alcuna relazio- 
ne tra a , b , e c , e necessitare una delle tre coudizioui b 2 > 
fine , b * 4 ac , b‘ c=Z 4 ac ì che priverebbe la nuova equa- 
zione della stessa generalità dell’ equazione (A') , togliendole 
la facoltà di rappresentare indistintamente le tre curve , come 
•i è veduto art. 168 . 

iy4 Dunque sarà permesso , qualunque sia il genere delle 
tre curve che si vuol considerare , di far svanire uno de’ ter- 
tnini che contengono le prime potenze di ai e di y j ma ciò 
Don sarebbe di alcuna utilità , per la ragione che quando 
si vorrebbe cangiare la direzione dell’ asse delle ascisse , nel- 
l’ equazione di già sprovveduta di uuo de’ termini che conten- 
gono ' x ed y al primo grado, resterebbe ancora l’altro di que- 
«li termini , nel quale bisognerebbe mettere il valore di x o 
di y dato da una di queste forinole, x r= x 1 cos ■ p — y 1 sen.p y 
y — x 1 sen. p + / cos ■ p- ; e siccome esse contengono egual- 
mente x 1 ed y 1 , ne risulta che i due termini affetti dalle pi i— 
Die ppleuze delle variabili tornano ad aver luogo. 

Conviene dunque cominciare dal far svanire il termi- 
ne bx' y 1 , in seguito uno de’ termini ex e dy. Ma prima di 
eliminare questi termini , metteremo nell’ equazione (A') il va- 
lore della costatile b , ricavalo dall’ equazione b‘ — 4 ac —■ ° 
ohe. ha luogo per le curve del terzo genere , e questa equa- 
zione (A'j diventerà 

ay -j- a xy -f ex 1 -f- dy -f-e * + 7 =:q 
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ovvero, considerando' che i Ire pruni termini (ormano un per- 
fetto quadrato 

h V a + * V c y + d y -I7 « * +/= »• 

Sostituendo in questa equazione i valori* 


x := x 1 cos ■ p — y* sen. p , 
y=zx' sen p +/ cos p y 


£ ( sen. p V a + cos. p Ve ) x' -f- ( cos. p Va — sen. p \c J* 

-j- d sen p J x' d cos. p jy' -(- f— (Y' ) . 

e cos p I — e sen. p 

Sviluppando l’a, parte radicale , si trova pel quadrato che 
vi è nell equazioue (Y 7 ) , - ■ \ 

( sen. p \ a cos. p \ c )* x 1 ' 

+ % ( sen-p V n -j- cos.p V c )( cos.p V<i — sen p\c ) x* y 1 

+ ( cos. p \ a — ,sen p ^c ) J ^ ,a > 

qual risultato dimostra che il termine in x J y 1 diventa nullo 
quando si dispone della quantità arbitraria p , faccudo 

( sen p V a -f- cos. p V ) ( cos. p V a — sen. p V c ) — <». 


Questa equazione può essere soddisfatta in due mudi , egua- 
gl andò o I’ uno o I’ altro di questi fattori a reto. 

Se si fa zero il primo fattore, il d’oeffioieute di x u diveul* 
nullo , e se si la il sruondo , coelìic.iente di y ,a diventa nul- 
lo : dunque il termine iu x‘y' nuli può svanire senza tar sva- 
nire nel tempo stesso uno de’ termini in y ll o in ir'*. - 

rgti. l J er conservare , come nelle altre curve, il termine io 
y 1 ’ , faremo svanire il termine in x 11 , ed allora 1’ equazione 
sen p \a -f- cos p \c — o , determinerà i valori di senp e di 
cos p che si metteranno nell’ equazione ^Y*) j e sopprimendo 
gli apici , che non servono che a distinguere la nuova equa- 
zione dalla precedente , e «he perciò diventano inutili quan- 
do più non si considera che quest’ ultima equazioue , ridurre- 
mo 1’ equazione (Y ( ) alla forma 

Ay * -j- liy -f- fiat -f- D =2 o . . - . (Z ! ). 

Non possiamo ora essere indecisi sulla scelta di qual- de’ 
due termini Jty e Cj' dobbiamo far svanire 5 poiché il valore 
dt u "J* a posto iu, luogo di x non in<roduceudo l’ indcteriuiua- 
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lr>4 teoria delle corvè del secondo ordine. 
ta « nel suo coefficiente , si rende impossibile di mettere que- 
sto coefficiente eguale a zero. Inoltre è facile concepire che man- 
cando il terniine x 1 ' , se il termine x potesse svanire , allora 
l’equazione (Z’) , ridotta alla forma Ay’ -f* By +D = o non 
detéi minerebbe che due valori per j , e per conseguenza non 
ìarebbe piu quella della parabola. 

Dovrà essere dunque il termine affetto dalla prima potenza 
di y che dovremo far svanire. Sostituendo nell’ equazione (Z') 
in luogo di y il valore y' -\- p , e posto eguale a zero il coef- 
ficiente di y' della trasformata , e sopprimendo gli apici , la 
ridurremo alia forma 


Py* + Q* + R = 


ossia a 


Py* -f- Q ^ = ° , ovvero Py* -J- Qa: =: o , 


facendo 1’ ascissa x — eguale ad un altra ascissa x (*). 

Q 

In hne se si dividono per P i due termini dell' equazione 
Py* -j- Qx= o 

e che si (àccia 

Q 

P^’ 

l’ equazione precedente diventerà 

• y* -|- px ~ q. 

pigli è fàcile di riconoscere, in questa equazione , il carattere 
della parabola ; poiché questa equazione dà 

y = _± V— p x , 

e dimostra che p ed x debbono essere di segni contrarii affin- 
chè il valore di y sia reale j per conseguenza i due rami in- 


(*) Sì avrebbe potuto far svanire nel tempo stesso i termi- 
ni By « D mettendo x -f- * ed y fi in luogo di x e di yj 
pia si sarebbe ottenuto il medesimo risultato. In fatti sostituendo 
nel medesimo tempo questi valori per x e per y , o che si 
mette quello di y per determinare fi prima di sostituire il 
valore *+«. n nuovo termine in y è lo stesso in ambi f 
easif tome potrà verificarsi. ( L’ Autore ). 
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finiti della curva , dati dal doppio valore di y , non possono 
estendersi che in un senso , che sarà, quello delle ascisse nega- 
tive , se p è positivo , o quello delle ascisse positive , se p 
è negativo. Siccome è ordinariamente in quest’ ultimo lenso che 
si considera la parabola , perciò avremo 

y* — px rz: o , ossia yf =2 px , equazione della parabola 

197. In quest' ultima curva , quando si è data un’altra di- 
rezione all'asse primitivo AX (Fig.59), e che si è fatto con 
ciò svanire il termine x * col termine xy , n’ è risultato ohe il 
nuovo asse non ha tagliala la curva che in un punto , poiché il 
valore di x che corrisponde ad y — o non ha che un valore. 

Questo nuovo asse non ha dunque potuto preudere che uua 
sola posizione convenevole AX'- hi è fatto svauire in seguito il 
termine in y ; allora 1’ equazione risoluta per rapporto ad y 
dando sempre due valori eguali e di segui contrarii per y , 
l’asse delle ascisse ha dovuto rinculare , parallelamente a se 
Stesso , di una quantità g = A A' , tale che prendendo uua 
posizione A'X'', possa tagliare la curva in due parli eguali. 

In fine si è cangiata di luogo 1 ’ origine ; il che ha ridotta 
l’equazione alla forma y x px , e siccome in questa equa- 
zione x ~ o dà y ~ o , la nuova origine ha dovuto trovarsi 
trasportata al punto in cui la curva taglia l’asse, cioè a 
dire al punto fi. 

Ciò che precede basta per far concepire perchè 1 ’ annichila- 
mento del termine in xy obbliga quello del termine in **; 
si può d’altronde osservare che quando il termine in xy sva- 
nisce , se restasse un termine in x * , la curva potrebbe avere 
allora delle ascisse negative e positive , il che abbiamo rico- 
nosciuto essere impossibile in questo genere di curve. 

La distruzione simultanea di questi termini risulta ancora 
da che la nuova equazione non avendo punto il termine in 
ttyr , la condizione b x — * 4»c che esiste tra i coefficienti , si 
riduce a 

4oc = o , 

che quando si ha 

f = 0. 


equazione che non può aver luogo 
ff ™o , ovvero 


Digitized by Google 


io6 


Riassunto della discussione dell'equazione generale 
del secondo grado. 

jt)8. Quando è data 1’ equazione (A') , si vedrà se 1» 

e 1 / * 

condizione — — — ~ un numero positivo, art. 148 , è sod- 

. 4 c * c 

dislalia : se ciò non fosse , l’asse delle ascisse , rappresentalo 
da AX ( Fig. 52. ) non incontrerebbe la curva ; ma si pas- 
serebbe facilmente dall’ equazione proposta all’ equazione (H 1 ) 
che si rapporta all’ asse A'X* , sostituendo (*) uella prima e- 
quazione in luogo di y il valore y -(- fi , e disponendo di /? 
in modo che il termine costante deU’equazioue (It*1 soddisfaccia 
alla richiesta condizione. Allora , se i due valori di jr che cor- 
rispondono ad y ~o sono del medesimo seguo, l’origine , ar- 
ticolo t58 , si troverà fuori della curva; e se questi due valori 
di x sono di segni differenti , l'origine si trova nella curva. 

Sarebbe inutile di far svanire successivamente i termini che 
contengono x ed y al primo grado : poiché se si sostituisse , 
per esempio , il valore x‘ a in luogo di x , e che si deter- 
minasse il valore di « in modo che sia nullo il coefficiente 
del termine affetto da x 1 , si troverebbe 1’ equazione (J 1 ) , e 
l’origine relativa a questa nuova equazione sarebbe (Fig. 53.) 
alla metà della parte RR/ dell’ asse delle ascisse intercetta nel- 
la curva , poiché facendo y ~ o per avere i valori di x 1 che 
corrispondono a’ punti d’ intersezione dell'asse delle ascisse e 
della curva , la nuova equazione non contenendo x 1 che al 
secondo grado , determinerebbe , allora mediante i due valori 
eguali e di segni contrarii di x 1 , le distanze dell’origine A" 
alla curva. 

Facendo in seguito svanire il termine che contiene la pri- 
ma potruza di y , si trasporterebbe l’origine da A" in A" 1 , 
che è alla metà di SS' ; ma allora la corda TT ; non sarebbe 
divisa in due parti eguali, poiché uella uuova equazione , . il 
termine affetto dalla prima potenza di ,r torna ad aver luogo , 
art. i65 , e i due valori di x diventerebbero disuguali, quan- 
do si fay = o. l’er evitare questo inconveniente , conviene 
dunque sostituire nel tempo .stesso i valori x -J- oc, ed 


(*) Questa propusiiione non è che un leonina. 
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nell’ equazione (A'). Allora disponendo delle iudetermiuaie a , 
/5 in modo che sieno nulli i coefficienti de’ termini in x ed 
in y , si otterrà I’ equazione (M 1 ) 5 ma solamente sotto la con- 
dizione data dall'equazione (L’) , che i valori di a e di fi sia- 
no possibili. 

Ora et e fi diventano infiniti nel caso della parabola , cioè 
di b ' — 4 oc = ° : dunque l’equazione (M') non può rap- 
portarsi che alle curve de’ due primi generi. L’ origine sarà 
allora trasportata iu un punto C , che si chiama centro. Que- 
sto puuto C è unico nella curva , poiché le sue coordinale <*, 
fi , determinate da una equazione di primo grado , non hanno 
die un solo valore. 

> Si farà in seguilo svanire il termine in xy sostituendo ad 
x e ad y i valori (O f ) dati in funzione dell’angolo p , e dis- 

{ tonendo convenientemente di quest'angolo. Allora 1 ’ asse del- 
e ascisse preuder'a la direzione di uno degli assi principali 
della curva , e l’ equazione che si rapporterà a questo nuovo 
asse non conterrà che il termine costante e quelli che conten- 
gono i quadrali delle inoognite ; per conseguenza y avrà sem- 
pre due valori eguali e di segni contrarii. J» ~ 1 ■ o *« rt 
Qui si stabilisce la distinzione che esiste tra le curve de’doo> 
primi generi ; poiché , dopo di aver lasciato il termine costan- 
te positivo in uu sul membro , se i due altri termini sono del 
medesimo segno , la curva non potendo prolungarsi all’ infini- 
to m ambi i sensi sarà una ellisse : se questi termini souo di 
differenti segni là curva prolungandosi all’ infinito ne’ due sensi 
è una iperbola. In fine si possono mettere le costanti di queste 
curve in fuuzione dell’asse maggiore e dell’asse miuure , e si avrà, 

Per l'ellisse, l’equazione b' x x -j- a 2 y* = a* b' 5 
Per 1 ’ iperbola. . . . A a a; 5 — a 1 y’’ ~a‘‘ 4 ’. 

L’ equazione (A') non può perdere nel tempo stesso i due 
temimi che contengono le prime potenze di a? e di y , quan- 
do la medesima si rapporta alla parabola ; poiché , in questa 
ipotesi nella quale b‘ — 4 ac.~ o, se i Coefficienti del termine 
a- e del termine y dovessero essere nulli , in tal caso 1’ equa- 
zione QPj si ridurrebbe ad 

bx 1 

y= -± — «*V -4 afi 

la 2a 

e non apparterrebbe piu che alla linea retta. 
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Egli è inutile di far svanire un solo de’ termini affetti delle 
prime potenze di * e di y , prima di liberare l'equasione (A*) 
dal termine xy\ poiché se si facesse per esempio svanire il 
termine in y , quando in seguito si cangerebbe la direzione 
dell' asse delle ascisse , con sostituire ad y e ad i i valori 
x* sen.p -f-y' cos. p , ed xf cos. p — y'sen.p, allora quest'ul- 
timo valore posto nel termine affetto dalla prima potenza di x t 
farebbe nascere di nuovo nell’equazione il termine in y'. 

Si comincer'a perciò dal liberare l’equazione (A') dei ter- 
mine x y„ sostituendo in questa equazione i valori precedenti 
di y e di x dati in funzione di ten.p e di cos. p dopo però di 
aver poeto i tre primi termini dell’ equazione (A*) sotto la for- 
ma di un quadrato perfetto che deriva dall’ipotesi b' — . 4nczno, 
e si otterrà 1 ’ equazione (Y'). Questa equazione contenendo t 
seni ed i coseni dell’ angolo arbitrario p , aara possibile di de- 
terminare quest’ angolo mettendo eguale a zero il coefficiente 
di x 1 y 1 ; e siccome questo coefficiente è composto da due fat- 
tori che sono i coefficiente di x ,t e di y 1 * , così esso non può 
diventar zero te non quando uno di questi coefficienti sia pu- 
re aero. Per ooatervare il termine affetto da y’* si metterà 
eguale a zero il coefficiente di x'* , ed il termine xf y' sva- 
nendo del pari , 1’ equazione che ne risulta si ridurrà alla forma 

A y* -|-By-j-Ca:-J-Dc=;o. 


Non avendo allora piò la facoltà di liberare questa equazio- 
ne del termine in x, art. 196 , faremo perciò svanire il ter- 
mine By , sostituendo il valore y 1 -(- fi in luogo di y , e dis- 
ponendo convenientemente della quantità arbitraria fi , la nuo- 
va equazione sarà allora di questa forma 


e facendo 


essa diventerà 


ossia pr +Q 
R 

*- 4 — = * , 

Q 


Py + Q* = °, zwvero y* -f- 


o finalmente 


y* -f- px = o , 


(* + D =,>i 



a 
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OSSERVAZIONE SULLE CURVE A CENTRO * I09 

Q 

chiamando p la frazione — . 

P 

• 

Questa equazione non potrà aver luogo per le acisse positi- 
ve , che quando p è negativo. La curva non può dunque esten- é 

dere allora i suoi due rami nel senso delle ascisse negative , 
e per conseguenza è una parabola situata sull' asse delle ascia- 
sfe. Si dimostrerebbe similmente che se p fosse positivo, la pa- 
rabola sarebbe situa la sul prolungamento dell'asse delle ascisse. 

Osservazione sulle curve a centro del ' 

secondo ordine. 


199. L'esposizione de' processi che bisogna impiegare per 
ottenere le equazioni delle tre curve , basta per passare al pa- 
ragrafo seguente nel quale tratteremo dell 1 ellisse in particolare. 
Tutto ciò che qui soggiungiamo è solo per coloro che nulla vo- 
gliono ommettere su i processi che bisogna seguire per simpatica- 
re )’ equazione generale. 

Si avrebbe potuto incominciare questa simplificazione nelle 
curve de’ due primi generi ossia a centro , come si è fallo nel- 
la parabola , mettendo da princìpio eguale a zero il coefficien- 
te del termine in xy‘-, poiché i valori 

x = xf cos.p —y' sen .p 
y — cf' sen.p -\-y' cos.p 

posti nell’ equazione (A') ci danno una nuova equazione in 
cui il coefficiente del termine di x'y 1 ha lo stesso valore che 
avrebbe se i termini ex e dy mancassero nell’ equazione (A'J. 
•Ne risulta che mettendo eguale a zero questo coefficiente , si 
dovrà ottenere , per determinare tan.p , 1’ equazione che ab- 
biamo indicata con (R') , art. 1 78 , e si concluderà ,' come 
si è fatto nell’ articolo citato , che è sempre possibile di asse- 
gnare un valore di tan.p convenevole affinchè il termine in 
x'y 1 svanisca. 

L’ equazione delle curve del secondo ordine de’ due primi 
generi , può dunque rappresentarsi con 

ay’-j- cx’-j-dy -f- ex-^~y= o .... {A"). 

200. L’ asse AX' (Fig.6o) al quale questa nuova equazione 
si rapporta , incontrerà l’asse primitivo 'all' origine A , e for- 
merà con quest' asse un angolo X'AX che sarà determinalo 

/ 

V 
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dalla condizione che l'equazione ( A' 1 ) sìa priva del termi* 

ne in xy. 

Ora dietro di questa condizione } l 1 equazione (A"j ci da 
pel valore di y. 

a t 

y — dt — V — 4 acjc x — i\aex -j- d ‘ — !\ af ; 

, la la 

lasciando nel secondo membro sola la parte radicale , che rap- 
presenteremo con y\ , quest’ ultima equazioue diventerà 
d 

y -i ~ ± ..... (B") 5 • 

la 

facendo 

y + - = y (C"), 

2 a 

avremo 

( D ")- 

equazione (C 1 ') esprimendo la relazione che esiste per uno 
stesso valore di x , tra le coordinate y ed y* delle equazioni 

d 

(B") e (D ;/ ) ì sì vede che aggiungendo — ad y si ha il va- 

a a 

lore di y' . 

i Se si suppone dunque che la curva sia stata costrutta sul- 
1 asse AX' mediante l’equazione (B"J , la stessa curva avreb- 
be potuto costruirsi ancora mediante V equazione più semplice 
(® ,; ) j prendendo un asse A'X." parallelo ad AX* , dal qual 

sarebbe distante di una quantità ■ — rappresentata da AA* j 
. 20 
poiché due ordinate qualunque come MP e P'M' che corrispondo- 
no alle Ascisse eguali AP ed A'P 1 , differiscono sempre di una 

quantità PP' — AA'= . 

2 a 

20i. L’ordinata y' che ci dà l’eqttazione (D ,> ) j avendo 
sempre due valori eguali e di segni contrari , ne segne che 
l’asse A'X" delle ascisse divide in due parti eguali tulle le 
corde che gli sono perpendicolari , e coincide per conseguenza 
con uno degli assi principali. Dunque la distruzione del termi- 
ne in ay là prendere all’ asse AX la direzione AX' parallela! 
ad A'X' 1 e per conseguenza ad uno degli assi principali 
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loa. Si può làr svanire in seguito il termine iy sostituen- 
do nell’ equazione (A") il valore y‘ - \- 0 in luogo di y , e si 
otterrà 1’ equazione • 

ay”+cx' + a fi 1 y' + ex -f a fi’ = o . . . (E n ). 

d d0 

- f 

11 coefiìe.iente di y' posto eguale a* zero , determina il valo- 
re di fi del quale dev’ essere rinculato 1’ asse delle ascisse paral- 
lelamente a se stesso , allineile 1’ equazione dia sempre due va- 
lori eguali per y' 5 il che non potrà succedere che quando il 
nuovo asse si confonde con uno degli assi principali: quindi il 
valore assoluto di fi (Fig.6o) si trova corrispondere precisa- 

d 

niente alla differenza — di cui abbiamo veduto' art. 200 , che 
a a 

quest’ asse A'X" era distante da AX'. 

j.o 3 . Sostituendo il valore di fi nell’ equazione. (E ,( ) , della 
quale rappresenteremo 1 ’ ultimo termine con F , questa equazione 
diventa. 

qy'’-f ex 1 + ex-}- F=o .... (F") 

e si rapporta all’ asse A'H 1 ' che è diretto secondo uno degli 
assi principali. ° 

204. Si può cangiare su quest’asse il luogo dell’origine so- 
stituendo nell’ equazione (F") in luogo di x il valore x‘ 4 - * 
in tal caso 1 ’ equazione (F< f ) diventa 

ay' 1 -j- ex 1 ’ -f- 2C a I X 1 -f- Cet 1 s= o 

e I ea 
F 

Se si dispone di « in modo che si abbia 2ca -(- e “ o , 1 ’ equa- 
zione non conterrà piu od che al primo grado ; ed abbiamo 
veduto , articoli 168 e 169, che in questo caso l’ origine era 
ti asportata al centro C. Ma se si mette eguale a zero 1 ’ ulti- 
mo termine , allora l’origine sarà trasportata ad uno de’ punti' 
in cui la curva incontra l’asse , art. i5n, si avrà 

fa' -j- fa- j- F ss; o 

dalla quale si ricava 
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valore sempre possibile , al pari di quello di fi ; poiché i me- 
desimi non possono essere nè eguali a zero nè infiniti , nè im- 
maginarii : i due primi casi non potranno aver luogo, poiché 
bisognerebbe che uno de’ coefficienti F , c , c , ed «potessero 
addivenir nulli , il che è impossibile. In fatti i coefficienti F 
ed e non possono essere nulli poiché si cerca di farli svanirei 
Riguardo a’ coefficienti a e- c la loro esistenza è necessaria per 
l’ ipotesi che 1’ equazione (A') si rapporta alle curve de’ due 
primi generi , ipotesi che non potrebbe sussistere , se solamen- 
te uno de' coefficienti fosse zero : poiché l’ equazione essendo 
sprovvista del termine in xy, la condizione 5’ — fate = o delle 
curve del terzo genere sarebbe allora soddisfatta. 

Da un altra parte , è impossibile cHfe « diventa immagina* 

e* F 

ria j poiché, art. 148 , 1’ espressione — — è sempre po- 

4c* c 

siti va , quando l’asse taglia la curva. 

ao5. Osserviamo che qui è indifferente per determinare 1 
valori di & e di fi , che la sostituzioue de’ valori di a: e di y 
si faccia simultaneamente o l'una dopo 1' altra ; ma non sa* 
rebbe lo stesso se il termine in xy esistesse ancora nell’ equa- 
zione (A") , poiché mettendo prima in luogo di y il valore 
? + fi il coefficiente di y' che ai dovrà mettere eguale azero 
per determinare (S , sarebbe 

lofi -J- d ; 

e mettendo nel tempo stesso x' luogo di x, ed 

in vece di y , questo coefficiente diventerebbe 

aa/J + b* -f- d : 

dunque le due operazioni non darebbero lo stesso valore di 
se non quando si avrebbe 

5=±o» 

ao6. I valori di « e di $ determinati per far svanire il ter* 
mine affetto dalla prima potenza di y e 1’ ultimo termine es- 
sendo sostituiti nell’equazione (A") la riducono a questa forma 

ay a -j- ex 1 gx — o. 

Questa equazione ci da 

ex' gx 

a a 
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è j faCehdo 

° — ft 8 — 

a a 

le curve de’due primi generi j nelle quali l’ origine sar'a sopra uhd 
degli assi principali , art. 202 , e sulla curva , art. ao4 ì 
avranno per equazione 

y * = ntx hx’. 

Questa formola generale Compt-edde ancora 1 ’ equazione delia 
parabola y* ~ px , che corrisponde al caso iti etti si avrebbe 

m p , n = 0 } 

y 1 == mx -j- «** 

Sarà l’equazione generale deile curve del Secondo ordine: 

Dell'Ellisse. 

Ì07. Si è Veduto, art. 1 34 , che l’ellisse è lina curva limi- 
lata ne’ due sensi; questa è una verità che si presenta imrne» 
(Latamente dalla sua equazione 

i* 

b* x 1 -J-a’y’ = a* b 1 j ossia jr* =. — (ri*— x*) . ; ; : ; ^G ,# ) j 

poiché risolvendola, si trova 

* ■ ■ - , 

y=r!r— \a' —X' ... ; (H'»); 

. a 

k si vede che ogni valore di x maggiore di a , Sia positivo d 
negativo , renderà immaginario y. 

208. La medesima equazione ci dimostra ancora Che y iid 
Sempre due valori eguali e di segni contrarii ; dal che ne sra 
gue che 1’ asse maggiore divide la curva in due parti eguali 
éd assolatamente simili. 

Risolvendo l’equazione dell' ellisse per rapporto ad x; si di- 
mostrerebbe facilmente che la stessa proprietà compete a licori 
all’asse minore. 

209. L'asse maggiore e l’asse minore sono dunque due dià- 
metri ; ina essi differiscono dagli altri per la Situazione delle 
Ordinate : poiché se il diametro è uno degli assi principali ,• 
Ogni ordinata che taglia quest’ asSe ad angolo retto , lira féni- 
pie eguale all’ ordinata negativa che appartiene alla tò'edesfma 

Bouckarlat $ 
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ascissa ; nel mentre cbe ir il diametro non 4 è uno degli ani 
principali , è d'uopo che l’ordinata abbia una certa obliquità, 
art'. >45 e «46, affinchè sia eguale in lunghezza all’ordinata 
negativa che corrisponde alla stessa ascissa/! 

ito, Gli estremi A e B (Fig.56) in cui la curva incontra 
1’ asse maggiore , si chiamano i Vertici. 

Si può prendere uno di questi vertici per origine, per esem- 
pio il vertice A. Chiamando x' 1’ ascissa AP contata da que- 
sto vertice, vi sarà tra questa ascissa e l'ascissa se contata 
dal centro , la seguente relazione 


CP = AP — AC , 

ossia x ~ x' — a . 


Questo valore sostituito nell’equazione 


ei dà 


b' 

y' — — (a* — *» ) 
a 1 

y' — — ( i»*'-*' 1 ;) 

a 1 


(I") 


equazion dell'ellisse rapportata al vertice. 

2 t i. Quantunque siamo stati condotti a questa equazione 
supponendo che I’ ascissa x contata dal centro corrispondesse 
ad un punto preso sulla parte DBE dell’ ellisse , pur tutta- 
via 1’ equazione sarebbe la stessa se questo ponto si fosse pre- 
so sulla parte DAE : poiché allora , 1’ ascissa diventando ne- 
gativa , in luogo di 


si avrebbe 


jt = — ( x' — a) 

espressione che elavata a quadrato darebbe lo stesso valore per 
che ha servito a trasformare 1’ equazione dell’ ellisse rap- 
portata al centro , in quella rapportata al vertice. 

2 12 . Se si descrive sull’asse maggiore a a un cerchio ed una dis- 
se, e che si chiamino^ 1 ed y" le ordinate deU’cIlisse e del cerchio, 
corrispondenti ad una stessa ascissa x , 1’ «pozione dell’ ellisse 
* darà > tra x ed y' questa relazione 

b* 

y 1 ’— — (a 1 — **) 
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lè quella dei cerchio darà tra x ed y" quest’ altra 


tt§ 


y ,#1 = a ’ — x' 


Eliminando a* — x‘ tra queste due equazioni , si troverà 

b* / 


y" — ~ r"*i 


estraendo la radice si ha 


a* 


y=- y*i 

a 

dalla quale si ricava ia proporzione 

yii ; y 1 i z a b : 2 a : iì> , 

la quale Ci dimostra che i’ ordinata del cerchio sta a ffnetìd 
dell' ellisse, nel rapporto costante dell asse maggiore al minore: 

Si potranno dunque determinare le ordinate dell’ellisse me- 
diante quelle del cerchio , quando si conoscerà il rapporto 
dell’ asse maggiore al minore dell’ ellisse. 

2t3. Si può paragonare l' Ordinata dell’ellisse ad Un’altrà 
ordinala della medesima curva. • i--*j 

A tale oggetto , sieno d e 0 le coordinate CP e PM (Fig.'ÌSÌ ; t , 
del punto M dell’ ellisse , ed a', fi 1 le ordinale CP' e P'M' di 
Un altro punto M' : nielliamo successivamente questi valori iti 
luogo di x e di y nell’ equazione dell’ ellisse , avremo 
b 1 


dunque starà 
0 ' : 0 '* 


0 1 ' — — (a 1 — et 1 ’) } 
a 1 


. 


b 1 

— («* — et' 5 ) : — { a’ — <t' ’ ) 
a* a 1 

A 1 

È supprimendo il fattore comune — , ed ossrrvatidò eli# 

o’ 

( a ’ — )=(« + *)( a — et) , e che il prodotto ( n’ — s’ 1 ) 
può decomporsi nel medesimo modo , la proporzione prece- 
dente diventerà 

' Rl ' : : (“ + *<)(«— ■ <0 : (o -j- 2 ) ( & i— i jf 
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cioè a dire 

PM*: P'M'»:: (AC-fCP) (CB— CP):( CB-fCP' )(AG— CP'), 
ossia PM» t P'M'* : : AP X PB : P'B X AP' 

per conseguenza nell’ellisse, il quadrato di ogni ordinata al- 
ì asse maggiore , sta al quadrato di un' altra , come il pro- 
dotto delle distanze del piede della prima ordinata da' vertici , 
sta al prodotto delle distanze della seconda a questi stessi vertici. 

a 1 4 Se si prende ( Fig.56. ) un’ apertura di compasso egua- 
le alla meta dell’asse maggiore AB , e dal vertice D del- 
1’ asse minore si descrivano due archi DF , DF' , i punii F 
ed F' sono i fuochi dell' ellisse , e la disianza di uno di que- 
sti fuochi al centro è l' eccentricità. 

ai5. Rappresentiamo con c questa distanza CF :z:CF' di 
uno' di questi fuochi al centro ; avremo per la proprietà del 
quadrato dell’ ipotcnusa 

CF* = CF'* = DF'* — DC* 
ossia c* = o* — b * . . . . (J") . 

Il valore di b ’ ricavato da questa equazione essendo sostituito 
in quella dell’ellisse rapportata al centro, ci darà 

a* — c’ 

*•= («■-**) (*•") 

a* 

equazione dell'ellisse espressa in funzione dell'eccentricità. 

a 1 6 . 1 fuochi dell’ellisse godono di una proprietà rimarche- 
volissima , che si farà manifesta dalla soluzione del seguente 
problema 

Trovare l' equazione di una linea curva tale che la som- 
ma delle distanze di ogni suo punto a due punti fissi , sia 
sempre eguale ad una linea data la. 

Rappresentiamo eoa ic la distanza de’ due punti fissi F ed 
F'(Fig.6i.). La linea essendo per ipotesi curva tutti i suoi 
punti non possono essere nella stessa direzione , dunque essa; 
deve avere de’ punti fuori della direzione di FF' , e se da uno 
di questi punti M , si tiriuo le rette MF , MF', il triaugolo' 
MFF' avrà necessariamente luogo ; il che esige che 2 a sia mag- 
giore di FF' , poiché se si avesse la — ac ~ FF' , siccome 
per ipotesi iazz: MF -J- MF' , si avrebbe che MF -j- MF r 
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se FF' , cioè a dire , che la somma di due Iati di un trian- 
golo è uguale al terzo , il che è assurdo. 

Da un’ altra parte , sarebbe egualmente assurdo il supporre 
a a < ac , poiché mettendo i valori di -za e di ac , si avrebbe 

MF + MF' < FF' 

e ne risulterebbe che le rette FINI ed F'M che partono dagli 
estremi F ed F' non potrebbero incontrarsi , poiché la loro 
somma sarebbe minore della retta FF' che li separa. Risulta 
da ciò che precede che dovrà per forza aversi 

FM -f-F’M > FF' , cioè a dire 2 a> ae. 

Ciò posto , chiamiamo x , y le coordinate del punto M , 
e z ' , *" le distanze MF ed MF' di questo punto a’ punti (is- 
si F ed F'. Per la proprietà del quadrato dell’ ipotenusa , i 
triangoli rettangoli MPF, MPF 1 danno luogo a queste equazioni. 

FM* = FP* PM’ — ( CF + CP )* + PM', 

F'M’= F'P»+ PM* =z(CP— CF')* + PM* , 

ossia 

z'* = (c-f-x)*-f-y* (L") , 

(’) z''*=(x-c)’+^ (M">, 

alle quali bisogna aggiungere questa terza equazione , data im- 
uiediatanieule dalla condizioue del problema 

z' + z" = a a (N"). 

Sottraendo l’ equazione (M'') dall’ equazione (L") e ridu- 
cendo , si ottiene 

a'* — z" = 4 ex . . . . (O") , 
ed osservando che in generale una espressione di questa for- 


(*) Se 1' ordinata si fosse presa nell' intervallo FF* , queste 
equazioni (£") , ( .17" J , non subirebbero nessun cangiamento- '■ 
poiché- FP 1 ed F' P‘ , ovvero FP" ed F 1 P" avrebbero , ad 
eccezione del segno , il medesimo valore che FP ed F'P j e 
siccome queste linee non entrano che al quadrato nelle equa- 
zioni (/.") ed (HI ") , perciò è indifferente che essi situo po- 
sitive o negative. (L’ Aut.) 


' ll8 teoria delle «irte del secondo ordine. 
ma o* — b‘ risulta dal prodotto di a-\-b per *i pn* 

fra scrivere 1’ equazione (0 ,( ) in questo modo 

(**+-" )(*' — *") = 4cse. 

Se si mette in luogo di i- -{- *’* il suo valore dato dall 6* 
quazione (N u ), essa diventerà 

a a ( *' — i ,( ) == 4 cap , 
e dividendo per ao , si ha 



2a a 


Aggiungendo a questa equazione quella che abbiamo disc* 
guarà cou (N") , si trova 

a ex 

a si =? 20 -f- , e per conseguenza 

n 

• 

c& 

= — .. 

« 

Sostituendo questo valore di x' nell’ equazione (L M ) , e rii 
ducendo , si avrà 

o’ x l 

« J -j = c a -f *?* + J r * » 

a 1 

dalla quale si ricava 

c 1 x* 

_y* — ss a’ -j — c- — a' 1 , 

a’ 

Biducendo al medesimo denominatore il secondo membro, si ha 
a 4 c > x'—a? c 1 — o» x’ ( a 1 — c* ) a’ — ( a’ — c a )x' 



e per conseguenza 

(«’ — c*) 
J* = 


(a* 


a* 

è l'equazione di una ellisse, art. at5 ? 
tnuggiore , e ac l’ eccentricità 


•— x’ ) 

di cui 2« farebbe l’a*> 
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317. Vengono chiamali raggi vettori le linee FM , F'M , 
tirate da' fuochi ad uu punto della curva. 

218. La proprietà che abbiamo dimostrala , art. 216 , ci 
offre il mezzo di descrivere una ellisse con asseguazione di 
punti , quando sono dati gli assi. 

Si determinano in primo , ari. 214 , sull asse maggiore 
AB(Fig. 56 ) i fuochi F , F ; , ed avendo diviso AB in due 
parli A n e Bn , queste si prenderanno come raggi di due ar- 
chi di cerchio , che si descriveranno facendo centro i fuochi 
F ed F'. Questi archi intersecandosi delermineranno un punto 
dell’ellisse; poiché, in conseguenza della costruzione , la som- 
ma de’ raggi vettori FM ed F'M è quando l’asse maggiore AB. 

219. Si può ancora descrivere l’ellisse con un movimento 
continuo. A tale oggetto , si lìsseraiiuo a’ due punti F ed F* 
gli estremi di un filo eguale ad AB , e tenendo questo lilo 
sempre teso con un siilo che si farà muovere, si descriverà l’el- 
lisse ; poiché si avrà sempre 

FM 4- F'M — AB =2a. 

220. Il parametro e la doppia ordinala HIP che passa per 
i fuochi. Per determinarlo si sostituirà ad x , nell’equazione 

P 

dell’ ellisse , 1’ ascissa c del fuoco , e chiamando — 1’ ordina - 

2 

ta corrispondente a questo valore di x , 1’ equazione 
b 7 

y 7 — — (a* — ** ) diventerà 

a* 

p 7 h 7 

— — — (a* — c 7 ). 

4 a 2 

Mettendo in lu^go di a 2 — c 7 il suo valore b 7 dato dall'equa» 
zioue (J w ) , si avrà 

p 7 b^ t^b r * 

— = — , e perciò p 7 — — . 

4 a* a 7 

Estraendo la radice da ambi i membri di questa equazione , 
si otterrà 

2 b‘ 4 b‘ 2Ò X * à 

a Àti 2 a 


I 
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C iocché ci dimostra che il parametro è terzo proporzionale m q#> 
flint a(T a$se maggiore ed al minore. 

P b* 

sai. Se si sostituisce il valore di — in luogo di — nell’ e-? 

la a* 

qu azione dell' ellisse , si trova 

P , 

y'~ — ( a’ — .c* ), equazione delCellisse rapportata al peramctro: 

Dell * Iperbola. 

322 . La discussione che ci ha fatto conoscere , ari. 207 e 
208 , molte proprietà dell’ ellisse , dietro la sola forma della sua 
equazione , può applicarsi ancora all’ iperbola , 1’ equazione 
della quale , rapportata al centro è , art. 189. 

b'x* — a J y* = (P"). 

323 . Quindi , risolvendo questa equazione per rapporto ad y. 
si trova 

b 

y = ±=- V*>-a> (Q M ) , 

a 

e si vede che 1’ ordinata y diventa immaginaria per ogni vaio-, 
Ve di x minore di q , sia che si prenda positivamente sia nega-, 
tivamente , e ciò dimostra una interruzione nel corso della cur-, 
va (Fig. 57) da A in B. Vedete l’articolo 182. 

224. L’equazione (Q") dando sempre due valori eguali e di 
aegni contrarii per l'ordinata , ci fa conoscere che l’asse AB 
delle ascisse , sul quale questa ordinata è perpendicolare , ù 
«no degli assi principali. 

225 . Si può rapportare la curva ad uno de’ vertici A e B. 

Chiamiamo x 1 V ascissa contata dal vertice , abbiamo pel yer*. 
fice A ' " 

CP = AP - AC 
ossia tf == x 1 — a 
S |>el vertice B , 

CP = BP CB 
UYvero *==*'-{- n j 
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intesti valori messi successivamente nell’ equazione (P'f) dell’ jper- 
fìol» rapportata al centro , ci daquo 

b » 

y* = — ■ ( *'* -*• aax ; ) , , ? , (R") , 

a* 

(quattone deir iperbola rapportata al vertice A , 
b‘ 

ed y 1=1 — ( a»' 1 -j- a ax' ) . (S") , 

a* 

equazione dell' iperbola rapportata al vertice B. 

226. Se nell’equazione (P H ) dell’ iperbola rapportata al cen- 
tro, si fa A— a , si cade sull’ equazione y*~ — a" di una 

iperbola alla quale si è dato il nome d’ iperbola equilatera. 

227. Paragonando le equazioni dell’ ellisse , del cerchio , e 
dell’ iperbola equilateia , si vede che 1’ iperbola equilatera è 
tra le iperbole , ciò che il cerchio è tra l’ ellissi. 

228. Siano tt , fi , ed J , fi’ le coordinate di due punti del- 
J’ iperbola j si avranno tra queste coordinate le seguenti equazioni. 

A* 

£*=— (*’-o‘), 
a* 

A* 

/S'‘ = — ( J' — «’); 

a 1 

dalle quali si ricava la seguente proporzione 
b 1 A 1 

: : — (<*■ — a* ) ’• — («/* — «’)» 

a? «’ 

A 1 

ovvero, togliendo — nel secondo rapporto , si avr^ 
a 1 

/S* : /3' 1 : : «’ — a': e/' •— o 1 s 

ossia /3* ; ( a -j- a ) ( a *— o ) : 

cioè a dire 

PM> : P'M»’ : : (CP+AC) (CP— CB) ; (gP'-j- AC) (CP'— CB) 
ovvero PM* : P'Al'* : : AP X BP : AP' X 
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Per conseguenza , nell’ iperboli come nell’ellisse < quadrati dì 
due ordinale sono tra loro come il prodotto delle, distanze dal 
piede di una di queste ordinate a' vertici , è al prodotto del- 
le distanze dell' altra da' medesimi vertici. 

aag. Quando 1' origine delle ascisse è la slessa nell’ ellisse e 
nell’ Iperboli , per dedurre dall' equazione di una di queste 
curve quella dell’altra basta di cangiare A’ in — b‘ , ossia b 

ini V — i . Ciò è una conseguenza del paragone che potrà 
stabilirsi tra le due equazioni di queste curve. 

l'io. Nell’ ellisse , abbiamo chiamati fuochi , due punti pre- 
si sull’asse maggiore a delle distanze ce — . c dal centro, e- 

guati a V a’ — i*. Se diamo lo stesso nome a’pnnti analoghi 
nell’ iperbola , bisognerà, articolo 229, cangiare A’ in — A % 
ed i fuochi dell" iperbola saranno sull’asse primario, a della 

distanze dal centro espresse dalla quantità assoluta Vn'-j-A’. 

Per costruire questa espressione , si eleverà (Fig.57.) dal 
centro C una perpendicolare CD eguale alla costante b , e dal 
centro C si descriveranno con una apertura di compasso egua- 
le all’ ipotenusa DB , due archi di cerchio che taglieranno l’as- 
se maggiore ne’ punti F ed F'. Questi saranno i fuochi; poi- 
ché per la proprietà del triangolo rettangolo si avrà 

DB»=CB*+DC>, 
ossia c* = «’ b ' , . , . , . (T"). 
dalla quale si ricava 

c — V a 1 - f- A*. 

a3i. Si potrà, come abbiamo fatto per l’ellisse , art. 2i5, 
mettere l’equazione dell’ iperbola in funzione della costatile c, e 
«i troverà 

c 1 — a» 

y * = ( x l — a' ) .... (U")- 

o* 

a3i. Se si paragoni questa equazione con quella data , ar- 
ticolo , 2i5 , pel caso analogo dell'ellisse, si vedrà eh’ essa è la 
stessa : poiché un prodotto non variando quando si rendono ne- 
gativi i due fattori che Io compongono , per la ragione che 
a X b z=— a X ~b } si potranno cambiare i segui de’ latta 
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fi che formano il secondo membro dell’ equazione (U") , e 
questa equazione diventerà 

a* — c* 

y* — ( a 1 — x' ) 

a’ 

233 . Ma come distinguere se questa equazione appartiene al- 
1 ’ ellisse ovvero all’ iperbola ? A tale oggetto si osserverà che 
»* — c’ dev’essere una quantità positiva nell’ ellisse, ed una 
quantità negativa nell’ iperbola. 

234. I fuochi dell’ iperbola godono ancora di una proprie- 
tà rimarchevolissima , che la soluzione del seguente problema 
ci farà manifesta. 

Trovare C equazione di una linea curva tale che la differenza 
delle istanze di ogni suo punto da due punti fissi , sia 
sempre eguale ad una retta data 2 a. 

Rappresentiamo con ac la distanza de’ due punti fissi P ed 
F' (Fig.61). Poiché la linea è curva , tutti i suoi punti non 
potranno essere nella medesima direzione , dunque essa deve 
avere de’ punti fuori della direzione di FF 1 ' E se da uno di 
questi punti M , si tirino le rette MF , MF' , il triangolo 
MFF' avrà necessariamente luogo; per conseguenza la linea 
daia 2a dev’essere tale che il triangolo MFF' sia possibile: 
il che esige che 2 a sia minore di FF' : poiché se si avesse 
2 a =s 2 c , siccome per ipotesi 

20 = MF — MF' , 
e 2 c = FF' , 

si concluderebbe che 

MF — MF' = FF' j 
dalla quale si ricaverebbe 

MF = FF' + MF' , 

cioè a dire che la somma di due lati di uu triangolo è egua- 
le al terzo , il che è assurdo. 

Da un’ altra parte , sarebbe egualmente assurdo supporre 
gc < 20 , poiché mettendo i valori di 20 e di 2 c, si avrebbe 

FF' < MF — MF' , 

ovvero FF' -)- MF' < MF j 
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*•*4 . tforu delle cubve del secondo ordine 
e «e noterebbe che le rette FF' ed MF' che partono dagli 
estierm F ed M , non potrebbero incontrarsi , poiché la lom 
gomena sarebbe m.nore della retta che li separa. Noi supporre- 

Z 3 - FF' t C **■ P ° St0 P^umo i' P-to C me- 

*! F ^d P 01 r, 6 ,ne 1 i abbassiamo dal punto M la perpen- 

dicolare MP sopra la direzione di FF' , e facciamo " " 

CP = a: , PM f FM — } F'M — a". 

Per la proprietà del quadrato dell' ipotenusa i trianenH 
mtangol. FiMP , F'ML 1 , daranno le equazioni ’ 8 

FM’ == (CP-|-CF)*-|-PM* , ossia a' , =r('.r-f c )*4-v* (\n\ 

P'M.= ( cr-CF,. + PM', ossia ,« 4 ^^;:;^ >• 
e la condizione del problema ci darà quest’ altra equazione 

« *do U ”L‘‘ o“J„ < ?““ Ì °“ CW " J da “' e rìda- 

= 4 C* ..... (Y") J 

ed osservando che in generale una espressione di questa forma 
® — £’ risulta dal prodotto di « 4. b Der _ K S1 
pereto scrivere V equazione (Y") in questo modo ; ’ P 

(*'+*")( *' — a") =4 ex-, 

Lrs$) ;V3 di *■ - *" “ ■“ v ““' **> d * u ' «*~ 

• di,id.»d. por „ ** *' + *" > = <" . 

2CX 

X> -j- x" — — , . ; 

Aggiungendo a questa equazione 1’ altra (X") , si troverà 

ex 

a + — . • 

*£3rsrjsr n '°“ * *■ m . « a. 


«• + 


c'x 1 


a* 


= c ’ + *’ +y' x 
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dell’ iperbola 

dalla quale si ricava c'x' 

y* = a’-|- c’ — ** , 

a 1 

e riducendo al medesimo denominatore il secondo membro verri 


-f- c 1 x' — o’ c* — a 1 x % ( o’ — c*)a* — ( a* — c 1 )** 



e per conseguenza si avrà 

a’— c* 


( a’ —•&•*) , 

a 1 

equazione dell’ iperbola , che è la stessa che quella da noi 
data , art. a3a. 

a35. Questa proprietà dell’ iperbola , ci offre come per l'el- 
lisse, i mezzi di descriverla per assegnazione di punti. In falli 
àvendo prima determinato i fuochi , art. a3o , si descriverà 
da uno de’ fuochi un arco di cerchio con un raggio maggiore 
di FB (Fig.62) di una quantità m; e dall’ altro fuoco si de- 
scriverà un altro arco cou un raggio F'B -f- m. Questi archi 
intersecandosi , determineranno due punti dell’ iperbola 5 poi- 
ché ia differenza di questi raggi che partono dai fuochi à 
evidentemente eguale ad FB — F'B = la. 

236. Si può ancora descrivere l’ iperbola con un movimento 
continuo , nel modo seguente. 

Avendo preso due punti F ed F' pei fuochi (Fig.62) , se si 
fìssa ad uno dì questi punti F una riga mobile FH , ed al- 
1’ altro F' un filo di una lunghezza minore della riga , e fis- 
sato con T altro estremo a quello della riga nel punto H ,■ 
se si fa muovere un ago che tenga questo filo costantemente 
teso , si descriverà una porzione dell’ iperbola. 

In fatti sia 2 a la differenza della lunghezza della riga e del 
filo : qualunque sia il punto M della curva descritta , se dal* 
la lunghezza della riga = FAI -j- MH , 

si toglie la lunghezza del filo = F'M MH , 

resterà FM — F'M ss ia , il qual risultato è precisamente lai 
proprietà dell’ iperbola. 

23t. 11 parametro p, ossia la doppia ordinata che passa 
pel fuoco , si determinerà , sostituendo nell’equazione (F") 
dell’ iperbola rapportata al centro l’ ascissa del fuoco , ohe 
è c , e si troverà 
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13.6 TEORÌA DELLE CORVÈ DEL secondo ORDtNE 
c siccome c* — a’ = b' , art. a3o , così questa equaiiottS 
direma 

pS ÌA 

4 a’ 

ed estraendo la radice si arri 

ib' 4 b % ibX.il> 

a in aa 

dunque nell’ iperbola , come ancora nell’ ellisse , il paramelM 
i terzo proporzionale in ordine all'asse primario ed al se- 
condario . 

p b 1 

a38. Finalmente sostituendo il valore — in luogo di — 1 

la a* 

nell’ equazione dell’ iperbola , si troverà 
P 

y* — — (a:’ —a’) equazione rapportata al paiametrO. 
la 

Della Parabola . 


23g. TI carattere distintivo della parabola si presenta irti- 
mediatamente dalla sua equazione 

y*=px, o pure y — rt Ypx (Z") 

poiché questa equazione ci mostra clie x e p debbono essere 
del medesimo segno affinchè y sia reale •, dunque la curva non 
può estendersi che in un solo senso , dividendosi in due rami 
che si allontanano tanto piu l’uno dall’ altro quanto più cre-i 
sce x. Vedete 1’ art. igG. 

it\o. Se si fa x = o , per avere 1’ ordinata che passa per 
1’ origine , il valore y — o che si trova , fa vedere che l’ori- 
gine ò al punto A (Fig.63) in cui la curva taglia l’asse. Si 
è dato a questo punto il nome di Vertice. 

l^i. La medesima equazione y* — p se , ci fa ancora cono- 
scere che i quadrati delle ordinate sono tra loro come le ascis- 
se ad esse corrisponde.nli. 

In falli sieno a , fi , ed a ! , fi 1 le coordinate di due punti y 
si ha dunque , pel primo , 


e pel secondo, 


/?’ —p a. 

»'* =p J: 
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dunque /S* : £'* \ p %\ p J , ovvero, dividendo i due ultimi 
termini per p , 

fi 7 

a43- parabola è una ellisse in cui V asse maggiore i in * 
finito , ovvero , il cAe é lo stesso , é il limite di tutte le 
ellissi in cui la distanza del vertice al fuoco i la stessa. 


Per dimostrarlo, chiamiamo c* la distanza AF (Fig. 56.) 
dal fuoco al vertice dell’ ellisse , e sostituiamo il valore di 

b‘ 

b 1 in funzione di c 1 nell' equazione y* xz ( 2 ax— r* ) del- 

a* 

1’ ellisse rapportata al vertice, art. 210 , abbiamo 
AF = AC — CF , 
ossia c 1 — a ■ — c , 

mettendo in luogo di c il suo valore, art. 2t4, viene 
c' — a ■ — V a 3 — ii* - 

trasportando , ed elevando a quadralo verrà 

a’ — 1>* = ( a — • c' )* = a’ — 2 ac' -{- c' 7 ; 
dalla quale si ricava 


b 7 zzi ac' — c' 7 . 

Mediante questo valore , l’equazione dell’ellisse diventa 
2 ac 1 — c'* 

y 7 = — (a»'-*’), 

e sviluppando. 


a 7 


( c' x' -f- c ' 7 x ) x ’ 1 c 17 

y 7 ~^c'x — 2 -j- 1 1 


equazione che, quando il semiasse maggiore a diventa infinito , 
si riduce ad 

y 7 —be'x (»). 


(*) Questa verità si potrà pià facilmente dimostrare , nel 
seguente modo. 


v 
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343. Paragonando questa equazione con quella della frati! 3 
Lola , si vede che p ss 4 c> t prendeudo dunque sull' asse delle! 
ascisse un punto distante dal vertice di una quantità eguale a 

P 

— , chiameremo questo punto fuoco della parabola. 

4 

a 44 - Il fuoco della parabola gode di questa proprietà che 4 
se dcd fuoco si tiri una retta FM ad un punto qualunque 
della pa'rabola (Fig.63) , questa retta , che si chiama Raggio 
vettore , sarà eguale all' ascissa AP di questo punto accte- 
sciuta di c 1 . 

In fatti) il triangolo FMP ci da 1’ equazione 
FM* = FP 1 -f- PM* 
ossia FM* =3 ( a: — » c' )’ -f- 4 c> x } 
e sviluppando il secondo membro , e riducendo 

FM 1 = x’ -f- 3 c' se -f* c 1 ’ = ( * -f- cf )’ j 
ed estraendo la radice quadrata 

FM=i=±(*-|-c')f 

o semplicemente prendendo il segno superiore 
FM = *+c' i 
cioè FM = * -{- | 

. « ... ar 

L' equazione delC ellisse rapportata al vertice è (/") y' == 
b* b* 

— (la* — i 1 ), e mettendo in luogo di il suo vaia-* 
a' a* 

P 

re — , art. a^i , si avrà 

sa 

P px* 

J* — — (ja* — *’), oss ’ a j' — px - , 

a a 20 

la quale equazione , nel caso di 2 a infinito , diventa 

y 1 — p x. 

che à precisamente l equazione della parabola. 

(. Il Traduttore ) <■ 
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a 45 . Se li voleise adotiare il segno inferiore , non bisogna 
credere ciré il raggio vettore abbia lo stesso valore , ma con 
segno differente: poiché se il valore positivo è FM , esso cor- 
risponde ad AP = x ; tua quando il valore c negativo deve 
corrispondere ad AP' “ x. 

a 46 . Per determinare il parametro della parabola , cioè a 
dire la doppia ordinata HIP che passa pel fuoco , sostituire- 

P 

mo ad x nell’ equazione della ourva l’ascissa — del fuoco , 

4 

ed avremo pel valore dì HF* 

y'~ \p' > ed y — lp' 

dunque il parametro è eguale a p, 

247- Se sopra il prolungamento dell’asse delle ascisse (Fig.fi 3 ), 
ad una distanza A D = J , si alzi la perpendicolare indefini- 
ta DC , e che si abbassi la perpendicolare MG , da un punto 
qualunque della curva su questa retta -DG , la quale si chia- 
ma Direttrice , si avrà evidentemente 

MG=AD +AP = |p + 

Ora, abbiamo veduto , art. 244 , che | p -f. x è 1 ’ espressio- 
ne del raggio vettore FM : d’ onde ne segue che ogni perp'cn - 
dicolare abbassata da un punto della parabola sulla direttrice , 
è sempre eguale al raggio vettore che corrisponde al medesi- 
mo punto. 

248. Questa proprietà ci offre il mezzo di descrivere la pa- 
rabola per assegnazione di punti. A tale oggetto , si prende- 
rà (Fig.fi 3 ). 

AD — AF — \p , 

ed alzata una perpendicolare indefinita PL , si descriverà ttn 
arco di cerchio facendo centro il fuoco F , e con un raggio 
FM =3 DP ; allora il punto M in cui quest’arco interseca PL. 
sarà sulla curva; poiché dietro della costruzione , FM =2 DP 
s=s GM. 

249. Si può descrivere ancora la parabola con un movimen- 
to continuo , nel modo seguente. Si prenda un filo eguale in 
lunghezza al lato RG di una squadra , e fissato con un suo 
estremo a quello della squadra in R , si fissi l’ altro al punto 
F che si prende per fuoco. Se il secondo lato della squadra 
si muova sulla direttrice } nel meulre che il filo resti sempre 

Boucharlat 9 
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i 3 o teobìa delle curve del secondo cadine 
teso , mediarne «no stiletto che si fa poggiare sul lato RG 
della squadra , questo stiletto descriverà la parabola ; poiché 
si avrà sempre 

GR = FMR , ossia GM 4 - MR = FM -f- MR , 
e per conseguenza 

GM=FM. 

Delle tangenti e delle normali alle curve del 
secondo ordine. 

i 5 o. Abbiamo dimostrato, art. 206, che le equazioni delle 
. ve del secondo ordine rapportate allo stesso vertice , posso- 
c ai prendersi tutte nella forinola generale^ 1 = m x -j-n x'. 
verrà al medesimo risultato mettendo le equazioni degli 
10 e 2a5. sotto le forme seguenti 

2 b 1 b % ò* 2 b 1 

y' = — x a:*,- y'zn — x 1 x , 

a a 1 a 1 a 

] si vede che le tre curve del secondo ordine possono 

.~f presentarti con la forma generale nx * , facendo 

ib x b 1 

per 1’ ellisse m = — , n ss , 

a a* 

ai 1 b 1 

per l’ iperbola m = -— , n ss — , 
a a* 

per la parabola m ss p , n — o. 

25 i. Questa forinola generale y* ~ mx -f- nx 1 può essere 
utile per dimostrare le proprietà comuni alle tre curve. Tra 
queste proprietà , considereremo quelle delle tangenti , norma- 
li , sottaugeuti , e sunnormali. 

25 z. Cerchiamo in primo 1’ equazione di una tangente in un 
punto <s , 0 di una curva del secondo ordine. A tale oggetto 
sia .M questo punto (Fig. 65 ) ; le sue coordinate a , 0 dovranno 
soddisfare all’ equazione y* ss m x -j- « x l , si avrà dunque 

0' ss m et + n u' (A"'). 

Consideriamo un altro punto M' della curva , del quale 


Digitized by Google 



tofitt-K TANGENttt E »EU.e «ORMALI ,3 

« + > e P + fi' rappreseli lino ] e coordinale AP' e P'M' 

si avrà similmente ’ * 

( *5 + tì'y*= m ( *-f- tf')-J-n( tf-j- *' y . 

Sviluppando e sottraendo 1’ equazione (A"') da questa equa, 
mone j si avrà 1 u 

2 0 3 ' + 0' 2 = m et’ + 2 » «rt' . . . . . (11'"). 

Questa equazione determina per 0 ' il valore dell’ accresci, 
mento M Q dell ordinata PM , quando si passa dal primo pun« 
to al secondo. r 

Se si tiri una reità pel punto M , l’equazione di questa ret* 
ta Sara 

j — 0 = A(x — *) (C'"). 

Ora siccome A rappresenta la tangente trigonometrica del* 
I angolo che fa questa reità con l’ asse delle ascisse , si potrà 
determinare questa quantità arbitraria con la condizione che 
la reità sia tangente alla curva. A tale oggetto se, in questa 
equazione sostituiamo lo stesso valore a 4* *’ che abbiamo 
dato ad x nell’ equazione della curva , e che chiamiamo 0 4- 0, 
1 oid inala corrispondente P'N della linea retta . sostituendo 
quesu valori nell’ equazione (C'") avremo 

0,— Aj (D'"). 

• mtl 11 pun, ° coinci ^ e co1 p nn to N , gli accresctmen* 
l! QM — 0' , e QN — ^ saranno eguali / in questo caso la 
retta diventerà una segante MM'. Se si cangia dunque 0. in 
P 1 nell’ equazione (D"') , e che si sostituisce questo valore di 
0‘ nell’ equazione (B"') , si troverà 

a 0 A *’ -j- A 5 a' 1 :2S m 2 ndd -f- n*»’. 

Ordinando per rapporto ad J , si avrà 

[ (»‘ + 2m(-2A(l)-f(a-A>)^]i' = !o l 

Questa equazione essendo del secondo grado, determina pel* 
U i due accrescimenti che bisogna dare ad n affinchè questa ascissa 
appartenga al punto d intersezione. Posto uno di questi fattori 
eguale a zero, dà et 1 ~ o , il che ci fa conoscere che *-f.o j 
ossia si corrisponde al punto M d’ intersezione* il che si sa. 
peva di già. 

Per conseguenza il valore di é determinato dall’equazione 

'« + 2 na-. 2 Afl + («-A , )rf=;o ; , . .» . (£"')* 
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sara 1' accrescimento che bisognerà fare ad a per avere l’ C* 
scissa AP' del secondo punto d’ intersezione M 1 . L’ equazione 
(E'") si compone di due parti , una ( n — A’ ) « che varia 
con J , e I’ altra m che è independenie da J 

Ora , a misura che 1’ accrescimento PP' — diminuisse , 
piu la rena MN si avvicina alla tangente del punto M. Dun- 
que facendo « = o , nell’equazione (E' 1 ') , questa equazione 
apparterrà al caso della tangente , e darà 

Im-f-n* 


(’) A questo risultato si pub giungere ancora mediante il 
seguente ragionamento. L' equazione 2 fi A & -j- A % «•’ — ma' 
-f- 2 n « -|- n %' 1 , si potrà scrivere così ( n — A 1 ) -J- 

a«'(Jui-}-n«e — A fi ) zrzo , e quindi in questo modo 

(| m -f- n * — A fi) 

té 1 -j- 3 *' sz o. 

n — A ’ 

la quale sciolta , ci dà 


a' ~ o , ed k 1 


(Im + nce — Afi) 

2 

n — A* 


Quindi le ascisse de' punti <f intersezione M cd M' sono 
(|m + na-Ap) 

«e + O , ed * — ; ma affinchè la se- 


gante MM‘ diventasse tangente nel punto M , dovrà cadere il 
punto M 1 sul punto M , ed in tal caso le ascisse de' due 
punti d' intersezione M ed MI , dovranno essere eguali , cioè 
che dovrà essere 

(ìm-fn a — A fi) 

a 4- o j 

n • — A 

e per conseguenza 

o = — 2 ( ? no -f" n * — ^ fi) 

Questa equazione ci darà il valore di A , corrispondente 
al caso in cui la seguente MM! diventa tangente alla curva 




» 


% 
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delle tìngenti e delle normali i33 

Sostituendo questo valore nell’ equazione (C ,,, ) , si trova 

1 ni n et 

y — — — ( x — « ) ; equazione della tangen- 

ti 

te tirata per lo punto a , fi ad una curva del secondo ordine , 
quando l' origine è al vertice A (Fig.64). 

Se il punto fosse fuori della curva , sieno *' , fi' le coordi- 
nale di questo punto , e chiamando sempre « , e (S le coordi- 
nate incognite, del punto «, e £ , si avrebbero per determi- 
nare b , e (S , le equazioni. 

\m n et 

0 ' — (2 — («' — et) , e fi' = ma-^-ne , 

* fi 

?.53. Se dal punto di contatto si meni una perpendicolare 
AIR (Fig.65) alla tangente , questa perpendicolare si chiama 
normale. Quindi sarà facile dietro dell’ art. ro 2 , di dedurre 
dall'equazione della tangente quella della normale , e si trova 
0 

y — fi = — — ( x — a) , equazione della nor- 

I m -f- n a 

male al punto a , fi della curva , V origine essendo al vertice. 

254- Quando si considera 1’ equazione di una retta noi uou 
facciamo attenzione alcuna alla sua lunghezza,' ma non è lo 
stesso quando si cerca l’espressione della lunghezza di una ret- 
ta : in quest’ultimo caso, si dà il nome di tangente alla par- 
te MT della tangente compresa tra il puuto di contatto lM , 
lino al puuto T in cui questa tangeute incontra 1’ asse delle 
ascisse. 

253. In questo medesimo caso , la normale è la parte di 
AIR compresa tra il puuto di contatto Al , ed il punto R iu 
cui questa liuea incontra l’ asse delle ascisse. 


ne’ punti Al. Prendendo da questa equazione il valore di A , 
si trova 

l m n a 


0 

e questo sarà la tangente dell angolo che dovrà fare la retta 
con i asse delle ascisse affinchè sia tangente alla curva nel 
punto M ( Il Traduttore ) 
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a 56, La parte PT dell’ asse delle ascisse compresa tra il 
piede dell’ ordinata del. punto di contanto cd il punto I ili 
cui la tangente incontra 1’ asse delle ascisse , porla il nome di 
tvttangcnle e la parte PR dell’ asse delle ascisse compresa tra 
il piede di questa ordinata ed il punto in cui la normale in* 
con tra l’asse delle ascisse ba ricevuto il nome di sunnorrnale • 
257 . Proponiamoci ora di trovare tutte le espressioni di que- 
Ste linee. 

Se, nell’ equazione della tangente, facciamo y “ o , troveremo 

x — a — _ • 

ìm-j-fl* 

Per interprelra re questo risultalo è da riflettersi che 1 ascis- 
sa x rapportandosi al vertice A della curva def secondo ordi- 
ne , dovrà essere x — al’ ascissa contala dal piede p • dell’ or- 
dinata /» : dunque quando y — o, x — a rappresenta la di- 
stanza PT del piede dell’ ordinata 0 al punto in cui la tan- 

! ;ente incontra 1’ asse delle ascisse : pw conseguenza questo va* 
ore di x— -a sarà quello detta sottangenle. t , 

Il segno negativo dal quale è affetto dimostra oh esso dev es- 

0 ' 

sere di segno contrario a quello di ■ 1 — * ■> oss * a l m ~\ ~ na ' 

5 m -f- « a 

Jm-f-not 

Ora | m -f- n « essendo il numeratore dell’espressione 

della tangente trigonometrica dell’ angolo che forma la tangente 
con 1 ’ asse delle ascisse , perciò il seguo di questa taugeaie tri- 
gonometrica dependerà solo da quello di i rn -f- n * , quando 
si è stabilito il senso nel quale deve cadere 0- Supponiamo 
dunque 0 positivo; il punto di contatto sarà allora situato al 
di sopra dell’ asse delle ascisse , e se è positivo , la 

tangente trigonometrica dovrà essere ancora positiva. In questo 
caso l’angolo MTP ( Fig.65) sarà acuto, e la suttangente es- 
sendo allora negativa , essa caderà nel senso delle ascisse ne- 
gative, da P in T. 

Se al contrario J ra -}- »* è negativo , la tangente tngono- 
trica sarebbe quella di un angolo ottuso, e la suttangente di- 
venterebbe positiva. 

a58. È da osservarsi che nel caso della figura 6 > , x — et 
uoa dew: essere riguardata come la differenza di due linee j 
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poiché * rappresentando la linea negativa AT , T espressione 
x « , diventa quella della somma di due quantità negative. 

Il segno negativo che affetta 1’ espressione — , noa 

\m -J- n » 

serve dunque che ad indicare da qual lato del piede dell’ordi- 
nata deve portarsi la sotlangente, ed esso diventa mutile , poi- 
ché quando « e 0 sono date, esse l'anno conoscere da qual 
lato la tangente e inclinala riguardo all’asse delle ascisse , e 
per conseguenza in qual senso debba portarsi la sottaugente. 
Avremo dunque , sopprimendo questo segno , 

0 * 

= ~ ; i espressione generale della sotlari- 

, * m “T n oc 

gente rapportata al vertice A. 

259. Con lo stesso processo si determinerà il valore della 

sunuorrnale. Facendo y = o nell’equazione della normale , ed 
osservando che x — « rappresenta in questo caso la liuea 1 J R 
si avrà perciò ’ 

rR = l m -j- n K , espressione generale della 
sunnoroiale rapportata al vertice. 

260. Per mezzo dell’ espressione della sottangenic si trova 
facilmente quella della tangente , poiché si ha per la pro- 
prietà del triangolo rettangolo 

TM= V PAl J -j- P’J>, 


cssia 


TM 


=v v + - 


espressione 


generale della tangente rapportata al vertice A. 

2<ii. Si determinerà similmente l’espressione della normale: 
poiché il li mugolo rettangolo RPM ci dà 

MR* = MP* + PR» 
ossia 1 UR* — 0* + (5 "» + n «)* , 
e perciò sarà 

^ 0’ “j- + n et)’ , espressione gene- 

rale della normale rapportata al vertice A. 

262. Applichiamo ora queste formule alle differenti curve 
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del secondo ordine : siccome la suunormale e 1’ ordinata com- 
pongono queste sei forinole , cosi cercheremo in prima 1’ espres- 
sione della sunnermale tanto per 1’ ellisse quanto per 1’ iperbola» 
Se nella forinola generale della sunnormale si mettono per 
e per n i loro valori corrispondenti , art, 25o , quando 
1’ equazione y* rr m x -J- n x' rappresenta quella di una ellisse 
o di una iperbola , si avrà 


b 1 

jW-f dar: — (a — «), pel caso dell' ellisse, 
a ’ 

b* 

jN-f'iia — ( a — et ), pel caso dell' iperbola. 

a* 

Sostituendo questi valori nelle espressioni precedenti , come 

5 * 

ancora quello di g 1 ebe nel primo caso è — {ance — *’ ) , e 

a 1 

»el secondo caso è di segno contrario , riunendo questi risili* 
tati avremo t 


L' origine essendo al vertice , 

— (a — *) (*) , espressione della sunnormale dell ellisse. 

a 3 




— ( *•— a ) , espressione della sunnormale dell' iperbola . 

a' 


2a a — <t' 



, espressione della sottangente dell ellisse. 

a) 

— , espressione della sottangente dell iperbola. 


(*) Il calcolo ci dà lo stesso valore per le due espressioni 
delle soltangenti dell ' ellisse e dell' iperbola ; intanto le scrivia • 
rito altrimenti , poiché nel caso dell'ellisse essendo a maggiore 
di a, e nel caso dell' iperbola essendo a minore di a , perciò 
affinchè il denominatore della sottangente dell' iperbola sia po- 
sitiva , bisognerà scrivere « — a , e mettere per conseguenza 
a' — - a a « al numeratore. Lo stesso vale per le altre espressioni. 

( L’Autore ) 


Digitized by Googl 




DE1LE TÌNGENTI E DELLE NORMALI 


\ì *>' 

V — la aa — «’ 


l3n 


A* 


’( 2 aa — * J ) H ( a—ay^spres. della norm. dell'ellisse. 

a 1 a 4 


V-u-, 


A4 


• ( *' — 2 <i «) -j (et — aY^espres della norm.delF ìperbola. 

a* a 4 


V A 1 (2oa — et* J* 

— ('.tact — et') -] , 


( a — * )* 


esprcs. della tang. dell' ellisse ^ 


V A’ (*' — 2 <za)* 

— (a’ — 2 aa) -j 

a’ (a — a) 


, esprcs. della tang. dell iperbole^ 


A riguardo delle equazioni della tangente e della normale 
dell’ellisse e dell’ ìperbola , moltiplichiamo per p l’equazione 
generale della tangente , e facendo passare fi 1 nel secondo meni* 
b*o , noi la metteremo sotto questa forma 

/3.f= fi m + « *) ( * — a) + 0*. 

Sostituendo i valori di 2 ni -f- n a e di p’ , avremo. 


A' origine essendo al vertice , 

A 1 

y — [(<!—«)* + «a] , equazione della tangente del - 

a’ d 

V ellisse. 

b 1 

y ~ ‘ |( ( #— a ) x — a etl) equazione della tangente dcl- 

a* (3 J 

V ìperbola. 

Sarà facile dedurre da queste equazioni quelle delle normali.. 
263. Bisogna aggiungere a queste equazioni quelle che si ot- 
tengono pel caso della parabola , facendo 

ni=zp, 7t = o, /3* ~p e», 
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e si avrà 

p , espressione della sunnormale \ 

V jj a - p j espressione della normale I 

s « , espressione della sotlangente w 

\ _j a * jj espressione della tangente ) dedo parabola. 

y = -(* + <0, equazione della tangente I 

ig J 

Le espressioni e le equazioni che abbiamo determinate si 
setnplicizzano nell’ ellisse e nell’ iperboJa , quando l’origine è 
trasportata al centro. A tale effetto , sia a/ 1 ’ ascissa contata 
dal centro e situata Del senso delle ascisse positive da C , in 
fi (Fig.64). Egli è certo che vi sari» tra x 1 e l'ascissa x con- 
tata dal vertice la seguente relazione. 

x — a+x', . 

e se diseguamo con a ed «' le ascisse del punto di contatto 
rapportate al vertice ed al centro , osservando che et rap- 
presenta un’ ascissa negativa quando cade nel senso di C in A , 
come nel caso della figura 69 , avremo ancora 

* = a -j- »' , 

Sostituiamo questi valori di x e di a nelle espressioni pre- 
cedenti , e prendendo i valori assoluti di queste liuee , avremo, 

V origine essendo al centro , 

l’ 

• — a' C) , espressione della sunnormale dell' ellisse o dclTiper . 
a‘ 


(”) Quando si sostituiscono nell' espressione generale della 
sunnormale i valori di m e di u che convengono al caso del- 
V ellisse ) si trova l' espressione della sunnormale col segno ne- 
gativo ; questo segno indica allora che l' ascissa a 1 contata dal 
centro debba portarsi nel senso di C in A , ( Fig.64 ) j il che 
suppone che quando fi è positivo , il punto di contatto sia luì 
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«* — a!' 

a 1 

d' — a’ 


delle tangenti e delle NORMALI 


■ , espressione della sollangcnle dell ’ ellisse. 


139 


, espressione della sollangente dell' iperbola. 


V 

V 

V 


b * £+ 

espress. della normale dell ellisse . 

a’ a 4 


b 1 6 4 

*'*, espres. della normale dell' iperbola. 

a* a 4 


( a J — et ;i )’ ** 

| (a 5 a’'),espress. della iang. dell ellisse. 

a' 1 a* 




b % 

_| — «’), espres .della tangente deiriper- 

a’ 

a' a.-' ), equazione della tangente dell ellisse. 


y~- ( a i r < a 1 ), equazione della tangente dell iperbola. 

a’ fi 

punto della curva compreso da A fino al vertice deli asse mi- 
nore , <■ che la tangente faccia per conseguenza un angolo acu- 
to MTX ( Fig.6:) ) con C asse delle ascisse ■ Questa ipotesi è 
stata tacitamente introdotta quando nel calcolare l' equazione 
della tangente abbiamo fati uso dell'equazione di una retta 
eh,, aveva delle, costanti positive ; ma se si suppone che i an- 
golo MTX diventa ottuso ( Fig.66 ) , allora i espressione della 
sunnorniale cangerà di segno. Del resto , si è veduto, art -ìijò , 
che questo segno diventa inutile , poiché la posizione della tan- 
gente é sempre indicala dalle coordinate del punto di contatto 
le quali entrano come cognite nel problema , ed è perciò che 
non consideriamo che i valori assoluti delle normali c dille 
suini orinali. ( ^ Amore ) 
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265. Le espressioni delle languirli , Dormali , ec. , ci offrono 
diversi mezzi onde tirare una tangenle ad una curva del secon- 
do ordine; 1 ’ espressione della sottendente dell’ellisse ce ne da 
un esempio. Questa espressione , siccome non racchiude la co- 
stante b , così essa non depende che da a e da « che la com- 
pongono. Dunque se si descrive nn cerchio sull’ asse mag"iore 
20 di una ellisse , e si prenda un’ascissa * coinuue alle 
due curve, e corrisponderne alle ordinale g dell’ellisse e fi 1 
dd cerchio si potrà tirare una tangente al punto a, fi del- 
1 ellisse , nel modo seguente. 

Si prolungherà la tangente che passa pel punto *, fi' del 
cerchio , fino al punto T in cui questa tangente incontra la 
direzione dell asse maggiore 2 a; si tirerà dal punto T al pun. 
1 ° *, fi dell ellisse una retta che sarà tangente in questo pini - 
lo. Dolche , in conseguenza della costruzione , la sottacente è 
comune alle due curve. Lo stesso processo può impiegarsi per 
1 1 per boia , sostituendo al cerchio 1 ’ iperbola equilatera. Si per- 
verrà ancora allo stesso risultato, mediante le seguenti costruzioni. 

266. Quando il punto M è dato sull’ellisse, si tirerà dai 
fuoco (Fig.66) a questo punto una retta FAI che si prolun- 
gherà fino in G , in modo che sia 


MG = MF', 

ed , avendo uniti i punti F 1 e G con la retta F'G , la per- 
pendicolare All abbassata dal punto di contatto Al sarà tan- 
gente in M. Per dimostrarlo , si osservi elle essendo AIF' =3 
MG , i due triangoli rettangoli F'MI , IA 1 G sono eguali , e 
perciò sono ancora eguali F'I ed IG ; dal che risulta che » 
triangoli F’NI , 1 NG sono parimenti eguali, e perciò si avrà 

NF' = NG. 




Ciò posto, dico che All non può incontrare la curva che 
solo nel punto AI : poiché se la incontrasse in lui altro putito. 
N , sarebbe 1 

FN -j- NF' = a a , 

ossia FN -j- NG = 2 a. ad- 

equazione assurda quando ha luogo il triangolo FNG > e che 
il punto N è diverso dal punto M. 

267. Quando il punto M ( Fig.67 ) è dato sulla iperbola ’ 
si porterà il più corto raggio vettore F'M sulla direzione del- 
1 altro , da M iti G , e congiunti i ppnti G ed F' cou la rei- 
i *’ abbasserà dal punto AI su questa retta la perpeu- 
dicolarc MI y che sari* laureale all 1 ipcrbala nel puulu M. 
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In fatti , sia ut» punto N preso sulla direzione di MI : dopo 
di aver dimostrato come nell’ ellisse , che NG=NF' , parten- 
do dall’ eguaglianza delle rette GM ed MF' , se N fosse sulla 
curva , si dovrebbe avere 

FN — NF' = 3 a , 

ossia FN — NG = FG. 

dalla quale si ricaverebbe 

FN = NG-fFG 4 

equazione assurda , quando esiste il triangolo GNF , cioè a 
dire quando M differisce da N. 

268. Quando il punto M è dato sulla parabola (Fig. 68) , 
si abbasserà da questo punto la perpendicolare MG sulla di- 
rettrice , ed avendo uniti i punti F e G colla retta FG , la 
perpendicolare MI abbassata dal punto M di contatto sulla FG, 
sarà tangente alla parabola. In fatti questa retta MI non toc- 
ca la curva che nel solo punto M : poiché dall’ eguaglianza 
delle rette MF , MG , si deduce ancora, come nell’ art. a66, 
che le rette NF ed NG sono eguali , e se N losse sulla curva 
sì avrebbe 

NH ss NF , 

I 7 

ossia NII-=NG. 

il che è assurdo , quando N differisce da M. 

a6g. Io darò , dietro M. Biot , la soluzione de’ medesi- 
mi problemi , prendendo fuori della curva il punto pel quale 

deve passare la tangente. Per tirare da un punto N dato Ino- 
ri dell’ ellisse una tangente a questa curva , si descriverà (Fig. 66) 
dal fuoco F come centro , c col raggio eguale a 2 a , un arco 
di cerchio , che taglierà in G un’altro arco di cerchio descrit- 
to col centro N e col raggio NF*. Il punto M determinato 
dall’ incontro di I*’G e dalla curva , sarà il punto di contatto. 
In làtti , dietro della costruzione si ha 

NG =s NF' 

e poiché FG — 1 a , si deve avere 
MG = MF'. 

t 

dunque, a causa di queste obbliquc eguali, NI è perpendicolare 
a <jF' , e per conseguenza c tangente in .VI. 

z-7<>. Se il punto dato è fuori dell’ iperbola (Fig. 67) , dal 
fuoco F preso per centro , e col raggio 2 a si descriva un arco 
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di cerchio che seghi in G l’altro arco descritto col centro N 
e col raggio NF' : il punto M determinato da] prolungamento 
di FG sarà il punto di contatto. Poiché è facile dimostrare) 
come nell’ art. 369 , che KM è perpendicolare a GF' , essen- 
do per costruzione NG t=NF' , e per la natura della curva 
MF' =MF-»as=GM. 

271. In fine , se pel punto N dato fuori della parabola 
( Fig.68) si volesse tirare una tangente a questa curva , si de- 
scriverà col centro N e col raggio N F , un arco di cerchio 
che taglierà la direttrice nel punto G. La parallela GM all’as- 
se delle ascisse determinerà il punto M di contatto. Poiché es- 
sendo GNr^NF ed MGrsMF, sarà NM perpendicolare a 
GF , e perciò NM è tangente alla parabola nel punto M, art. 268. 

273. Nel dare la soluzione de’ tre ultimi problemi abbiamo 
tirata una tangente per ogni curva ; ma se ne possono tirare 
due , poiché gli archi di cerchio che con le loro intersezioni 
determinano il punto G , si segano sempre in due punti. 

273. Nelle curve che hanno il centro , le linee tirate da’fuo- 
clii al punto di contatto , formano angoli eguali con la tan- 
gente. In fatti (Fig.(>7) l’eguaglianza de’ triangoli IMF, GMI, 
prova ancora quella degli angoli F' MI , GMI. Nell’ ellisse 
(Fig.66), essendo l’angolo GMI eguale al suo verticale FMN , 
ne risulta che F'MI=FMN. 

274. Questa proprietà può dimostrarsi ancora con l’analisi, 
A tale oggetto , tiriamo per i fuochi F ed F' dell’ellisse (Fig.tiq) 
le parallele FG ed F'G' alla tangente MT ; sarà chiaro che 

TMF = MFG = MFB — GFB = MFB — MTF , 
c che 1’ angolo 

TMF' = MF‘G'= MF'B — G'F'B= MF'B — MTF. 


Se gli angoli TMF , F'MN sono eguali , in tal caso gli 
angoli TMF e TMF* saranno supplementi l’uno dell’altro) 
ed essi avranno le tangenti trigonometriche eguali e di segni 
contrarii , questo é appunto quello che dimostreremo. Ora , 
si sa che in generale 


tari, a — tati, b 

tali. ( a — b ) = — - j 


dunqne sarà 

tari. TMF = 


ì-f-ta/in X tan.b 
tati. MFB — tari. MTF 
1 + tati. MFB X tari. MTF 
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Cfrcliinmo ora le espressioni analitiche di (art. MFB e di 
tan. MTF , che metteremo in questa formula. La tangente 
trigonometrica di MTF è data dal coefficiente di x nell’equa- 
?. ione della tangente rapportata al centro, art. 264 , e posta 
soda la forma dell’ equazione (L) art. 89. per conseguenza si ha 

b 7 ee 

tan. MTF = , 

a 7 fi 

e la tangente dell’angolo MFB è il coefficiente di x , art. 82 , 
nell’ equazione del raggio vettore FM , che noi cercheremo. 

Pel punto F...« 1 ’ ascissa — — c , F ordinala rr o. 
pel punto M , . . . 1 ’ ascissa a ; l’ ordinala = fi. 
dunque 1 ’ equazione di FM è 

y — — (* + *)> 

a -f- c 

dalla quale si deduce che 

fi 

tan. MFB= — — • 

« + c 

Sostituendo , nell’ equazione (F ,M ) , questi valori di tan. X 
e di tan. MFB , avremo 

I 

fi b 7 « 

— ■' — « 

a+c a 7 fi 

tan. TMF = . 

b 7 a 

1 — 

a ’(«+ c ) 

Moltiplicando i due termini della frazione per 
a 7 fi ( a + c ) 

onde far sparire i denominatori , avremo 

a 7 fi' + «“HO a 7 fi 7 -\-b 7 « ( a -f" c ) 

tan. TMF = — . 

a 7 fi{*-\-c) — b 7 *fi fi [ a 7 c -f- (a’ — b 7 ) a] 

Mettendo nel numeratore il valore di a 7 fi 7 ricavato dal- 

b 7 

l’equazione della curva rapportata al centro, fi' ~ — (a’— ■oi' ) 

a 7 
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c mettendo ancora nel denominatore il valore di a' — t’ , che 
è c* , art. at 5 , e riducendo, avremo 

a*b* -J- i* i’(a* -f*c«) b' 

tan. TMF = — = * » ~ — . 

0( a * c + e ’«) + pc 

Si troverà similmente la tangente trigonometrica dell’ angolo 
TMF' che il secondo raggio vettore fa con <CT. Ma senza ri- 
cominciare questo calcolo osserviamo che quando si prende F'M 
in luogo di FM, l’ascissa del fuoco F' diventa -f- c , ed il 
resto non varia , dunque basta cangiare il segno di questa 

b * b 1 

ascissa c nel risultato + — — , e si avrà — , per la tan- 

|BC fic 

gente trigonometrica dell’ angolo che il raggio vettore F'M fa 
con MT 5 e siccome i valori di queste tangenti sono eguali e 
di segni contrarii , perciò l’angolo TtMF è supplemento di 
TMF* ; ma FMN è anche supplemento di F'MN , dunque sarà 
TMF =: F'MN , cioè che gli raggi vettori tirati al punto di 
contatto formano angoli eguali con la tangente. Si dimostrerà 
nello stesso modo la medesima proprietà rispetto all’ iperbola. 

275. Riguardo alla parabola , una conseguenza?. dell' egua- 
glianza de’ triangoli F 1 M , GMI (Fig. 68 ), è che l’ angolo FMT 
formato dalia tangente col raggio vettore , è eguale all’ ango- 
lo MTF che questa tangente forma con 1 ’ asse delle ascisse : 
poiché essendo gli angoli alterni interni MTF e TMG eguali , 
ed essendo per costruzione TMG == TMF , ne risulta che 
MTF = TMF. 

276. Si può ancora dimostrare analiticamente questa pro- 
prietà ; a tale oggetto , tiriamo pel fuoco una parallela a TM } 
egli è visibile che 1 ’ angolo TMF è eguale alla differenza de- 
gli angoli MFX ed MTF, dunque 

tan. TMF = tan. ( MFX — MTF ) = 
tan. MFX — tan. MTF 
1 -j- tan. MFX X tan. MTF. 

Le espressioni , analitiche di tang. M TF e tang. MFX sono 
date da’ coefficienti di x nell’ equazione della tangente alla pa- 
rabola , e nell’ equazione del raggio vettore FM che passa per 
i punti le cui coordinate sono rispettivamente ~/j e o , a a 


Digitized by Google 


1 


MOLI ASSURTOTI DELI»' lPERBOLA 
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fi- peli- Conseguenza, art. 263, tangente MTF = — e tangen * 
fi 2(3 , 

te MFX — . Sostituendo questi valori si ha 


tang. TMF == 


\P zfi *fi'—(*—-\p)p 
P *(<* — ÌPlfi+pfi 


* + 


Mettendo In luogo di /?’ il suo valore p a, riducendo e svi* 
luppando , si trova 


tang. TMF 


3 ( * — \P ) 

di il suo 

P*+\P % P(«+*P) 


**fi+ipp ip 

Questo valore della tangente trigonometrica dell’angolo TMF 
essendo io stesso ai quello della tangeute trigonometrica deU 
1 angolo MTF , ne segue che questi angoli sono eguali» 

Degli assintoli dell ’ iperbole 

, 2 77. tangenti dell’ iperbola ei presentano una particola» 
tita rimarchevole , che è quella degli assintoti. Si chiamano 
fcosi^ due lihee rette che sono tangenti alla Curva alla' sua estre* 
naità infinita. Si trovano gli assintoti mediante le seguenti con-» 
siderazioni» 

«>» — a‘ 

Se 1 espressione — della sotiangettte PT dell' inerbo* 

la (Fig. 6 ;) > si sottrae dall’ascissa CP= à' , si ottiene 

d* — *'» a » 

CT = <,>+~ — =■*_» 

" ' 

. Quando T ascissa i< diventa infinita , questo valore di CT 
si riduce ad 


— = 0 ; 


Houcharlat 


lo 


4 
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dunque allora la tangente passa pel centro. Per determinarne 
la posizione , bisogna che si abbia, anche un altro punto della 
sua direzione. Ora la tangente trigonometrica dell’ angolo che 
fa la tangente dell’ iperbole con 1* asse delle ascisse , essendo 
precisamente il coefficiente di x nell’ equazione della tangente , 
avremo perciò , art. 

b » «e» 


. a’ 0 

per 1 ’ espressione di questa tangente trigonometrica. Se si met- 
te in luogo di 0 il suo valore , ricavato dall’ equazione del- 
l’ iperbola rapportata al centro , questa espressione diventa 


bec' b 



a'* 


e quando a' = co , si riduce a 

b 

±= — . 

a 


278. Per costruire il primo di questi valori , si alzerà dal 
vertice B la perpendicolare BL = b (Fig. 70) , e l’angolo 


b 

BCL avrà per tangente trigonometrica — . In fatti , il trian- 

a 

golo CBL paragonato a quello delle tavole ; dà la proporzione 
CB : BL : 1 : tan. BCL 
ossia a : b : : 1 ; tan. BCL , 


e perciò sarà 


b 

tan. BCL = — - . 


a 

Il secondo valore si determinerà alzando da B la perpendi- 
colare BL' — b , e le due rette indefinite CL , e CL' saranno 
gli assuntoti dell’ iperbola. 
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Delle Corde supplementarie. 

*»79. Sia A la tangente trigonometrica dell'angolo che fa 
con 1 ’ asse delle ascisse una retta AM tirata dal vertice A del- 
r ellisse (Fig 82), O dell’ iperbola ( Fig. 83 ) ; l’equazione 
di questa retta sarà , art. 89 , y _ £ = A (*_„), e 
mettendo per le ^coordinate at e (ì quelle del punto A che' 
sono a e o , 1 equazione della retta AM diventerà y :z2 
A( * -f* « )• Similmente sia A' la tangente trigonometrica dei- 
angolo MBD ( Fig. 82 e 83 ) che una retta BM che passa pel 
punto B fa con I asse delle x ] siccome le coordinate di que- 
sto punto sono -j- a , e 0 , perciò l’equazione di BM sarà 
y~A.' ( * — a ). O ra è evidente che solo nel punto d’inter- 
sezione M delle rette AM e BM , le coordinate x ed y avranno 
i medesimi valori nelle due equazioni 

y = A (* + <*) , y=: A' (x — a) (fi" 1 ). 

Di piu essendo il punto M sulla curva , le coordinate x ed 
y di questo punto dovranno soddisfare all’ equazione della cur» 
va , e perciò sarà 

4 * 

y‘ = =p — («•—*■ )(*)■.;■. . (il'"). 

a* 

Moltiplicando tra loro le due equazioni (G»") si avrà 

y*=. A A' (*» — a 7 ); 

eliminando y * tra questa equazione e 1’ altra (li'") si ottiene 

b' 



dalla quale si ricava 

l * 1 

A — + — • — . 

a’ A ; 

Questa equazione fa vedere che quando si dà un valore al- 
1 angolo MBD per determinare A' , allora la tangente A del- 
1 angolo MAD , risulta da questo valore. Questa relazione eo- 
stante tra gli angoli MAD, MBD formati dalle corde AM, 
e BM ha fatto dare a queste corde tl nome di corde supplc- 
mentane. rr 


C) se S"° superiore appartiene all' ellisse , e /’ inferiore 
all' iperbola. ( L’Aut. ) 
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280. Se ài la b zzz a , I’ equazione precedente diventa 

A= ~r.' 

Prendendo il segno superiore si ha il caso del cerchio , e 
si vede che vi esiste tra gli angoli MAD , MBD (Fig. 82 j la re- 
lazione necessaria affinché le rette AM , e lì\i sieno tra loro 
perpendicolari (art. 102),- ma se si prende il segno inferiore) 
si ha il caso dell’ iperbola equilatera , e la relazione 


1 



fa vedere che le tangenti A ed A' appartengono a dne angoli 
supplementi 1 ’ uno dell’ altro , art. 102. Dunqne ( Fig. 83 ) 
gli angoli MAD , MBD presi insieme valgono un retto. 

b 1 

28». L’equazione AA' = ci fa vedere che se l’an- 

a’ 

gelo MAB ( Fig. 82 ) è acuto, dovrà essere l’angolo MBD 
ottuso , e perciò MBA anche acuto. Dal che segue che 
1 ' angolo AMB è ottuso (*). Similmente si dimostrerebbe che 
dall’ essere I’ angolo MBA ottuso (Fig. 83 ) dovrà essere 1 ‘ an- 
golo AMB acuto. 

282. Si può dimostrare ancora che nell’ellisse il massimo, 
di tutti gli angoli fatti da due corde supplemenlarie è quello 
che ha il vertice all’ estremità dell’ asse minore. A tale og- 
getto chiamiamo A ed A' le tangenti degli angoli MAD , MBD 
si avrà , per la trigonometria 


tan. M = 


i+AA' 


Ora le equazioni (G /w ) danno 

A V? 

x-\-a a (ar — j ~ a) 


(*) Questa conseguenza è falsa , poiché dall essere gli angoli 
M.-tB ed MBA acuti (Fig. 82) non ne segue perciò che C angolo 
rimanente AMB debba essere ottuso . Se ciò fosse si avrebbe 
che quando un^ triangolo ha due angoli acuti , deve avere per 
forza d terzo ottuso , il che è assurdo. Mi sorprenda come 
l' Autore abbia presa questa svista , che evidentemente si ma- 
nifesta. ( Il Tradut.) 
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x — a a (x — a) 


Sostituendo questi valori si troverà 



1 


ab Va’ — a?* 

(a’ — A*)(** — a’) (a 1 — 6*)ya J — x’ 

11 segno negativo che precede questa espressione indica che la 
tangente è quella di un angolo ottuso. Ora a misura che que- 
st’ angolo cresce , più la sua tangente diminuisce , e la più 
piccola espressione di questa tangeule è quando x = o , il che 
ha luogo quando il punto M è all’ estremità dell’ asse minore. 

283. Le corde supplementaric offrono un mezzo facilissimo 
di tirare una tangente ad una curva del secondo ordine dota- 
ta di centro. In falli, immaginiamo che pel punto G dell’el- 
lisse (Fig.82) siasi tirala una tangente che formi con 1’ asse 
delle ascisse un angolo la cui tangeule sia A'. Se si cliia - 
mino J e 0 le coordinate del punto G , prese dal centro , 
dovrà essere A' eguale al coefficiente di x r nell’ equazione della 
tangente all’ellisse, (art. 264). Dunque si avrà 

b » b 1 oi 

A'= (-«') = 

o’/3 

Da un’altra parte, sia y =r Aa? 1 ’ equazione della retta CG, 
si avra pel punto G , 0 ~ A a ■ Sostituendo questo valore di 0 

nell’equazione precedente si ricava AA' = — ; dunque 

a* 

il semidiametro CG e la tangente in G formano con 1 ’ asse 
delle ascisse due angoli che hanno tra loro la stessa relazione 
che esiste tra gli augoli formati da due «orde suppletnenla- 


gitized by Google 


D 


|5 O TEORIA BELLE CURVE BEL JECOIfDO ORDINE 

rie (“)■ Per conseguenza , se pel punto G si vuol tirare una 
tangente, si tirerà pel punto G il semidiametro CG , e tirando 
pel vertice A la parallela AM a CG , questa farà con l’asse 
delle ascisse un angolo la cui tangente è A ; dunque , per 
la proprietà delle corde supplcmentarie , 1’ angolo MBO avrà 
per tangente A* , ed esso sarà eguale all 1 angolo formato dalla 
tangente cercala con l’asse delle ascisse. Dunque non resta più 
clic a tirare pel putito G una parallela GT alla corda BAI. 

La stessa proprietà avendo luogo ancora nell’ iporbola , per- 
ciò se si vuol tirare una tangente pel punto G ( Fig.83 ) , sì 
tirerà per. questo punto e pel centro la retta CG , e pel ver- 
tice A si tirerà la retta AM parallela a CG: in fine tirando 
la linea MB , sarà la sua parallela GT la tangente cercata. 

Della quadradura delle curve del seconda 
ordine . 

284 . Si è veduto , art. 212 , che si prende per diametro 
di un cerchio l’asse maggiore dell’ellisse , c che si chiamino 
y' ed y" due ordinate appartenenti alla medesima ascissa una 
nell' ellisse e V altra nel cerchio , dovrà essere 


b 



a 


Questa relazione tra le coordinate delle due curve può se»* 
vire a far determinare 1’ aja dell’ellisse. In fatti, dividiamo 
l’asse delle ascisse in parti eguali AP, PP* , ’P'Pl 1 , cc. e 
chiamiamo n una di queste parli (Fig.84). Per i punti di di- 
visione P , P' , P't, ec. innalziamo le perpendicolari , e 
per i punti in cui queste perpendicolari incontrano le due 


(*) Questa tela vane consiste che il prodotto delle tangenti 
degli angoli che fanno due corde supplementarie con i asse 
delle ascisse è eguale a quello delle tangenti degli angoli che 
formano il semidiametro CG , e la tangente tirata dal punta 
G col medesimo asse. In conseguenza se ! angolo che forma 
la corda AM è eguale alt angolo GCB che fa il semidiame- 
tro , saranno le loro tangenti eguali , ed eguali per conseguen- 
za saranno ancora la tangente dell' angolo MBD che fa l'al- 
tra corda e quella delt angolo GTD che fa la tangente GT 
con lo stesso asse delle ascisse , e perdi) dovrà essere la cor- 
da MB parallela alla tangente GT- ( Il Tradut.) 
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curve tiriamo le linee rette , le quali formeranno due poli- 
goni iscritti uno nell’ellisse, e l’altro nel. cerchio. 

Sieno PM = y , P'M' ~ y' , P''M" =y" , ec. avremo per 
l’articolo citato 

b b b 

NP = — y , N'P' = — / , N"P" = ~y" , ec. 
a a a 

E siccome per ipotesi AP = PP' == P' P* ' ec — n , si 
troverà facilmente che l’aja del tra [lezio PP’NN' ha per 
espressione 

| ( PN+P'N' ) PP'=f ( - y + - yV = | _(, +/)«, 

\ a a / a 

e siccome da un' altra parte il trapezio PP'MM 1 , ha per 
espressione 

I(PM + P'M')PP'=| ( y+y')n , 

b 

cos\ il rapporto di queste due aje sarà espresso da — - . 

a 

Si dimostrerebbe similmente che un’ altro trapezio iscritto 
nell’ ellisse sta al suo trapezio corrispondente iscritto nel cer- 

b 

chio , nello stesso rapporto di , qual rapporto sarà ancora 

a 

quello de’ triangoli APN ed APM , e de’ triangoli BP ,,, N ,,, e 
BP"' M'". 

Ora , poiché in una serie di rapporti eguali la somma de- 
gli antecedenti sta a quella de’ conseguenti , come un antece- 
denti al suo conseguente , ne segue per conseguenza che la soiu- 
wa de’ trapezii iscritti nell’ellisse , e de’triangoli APN e B P" , N'" 
starà alla somma de’ trapezii iscritti nel cerchio , e de’ trian- 
goli APM e BP ,,, M ,,/ anche nel rapporto di b , ad a. Que- 
sta proprietà essendo indipendente dal numero de’ lati di que- 
sti poligoni , essa apparterrà ancora all’ ellisse ed al cerchio 
che sono i limiti delle superficie di questi poligoni : dunque 

b 

Superfìcie delC ellisse ~ — Superficie del cerchio, 
a 

Essendo i ; tx il rapporto del diametro alti circonferenza > 
la superficie del cerchio clic tiene per raggio a é espressa da 
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gt a’. Sostituendo questo valore , verrà la superficie del Peli li- 
ft 

«e espressa da — v a a s= -ir b a (*). 
a 

285. Sia m 1 “ media proporzionale tra a e b , sarà il ceri 
cliio descritto col raggio ni eguale all'ellisse , poiché questo 
cerchio ha per Superficie ir m* , e siccome m’ — ab , perciò 
$i ha r m* ~ ft ab. 

286. Si dimostrerebbe , cou lo stesso processo , else 1 ’ a ja 
dell" iperbola è eguale a quella dell’ iperbola equilatera molti» 

b 

plicata pel rapporto — dell’ asse secondario al primario. 

283. Occupiamoci ora di determinare 1 ’ aja della parabola. 
Supponiamo che siasi circoscritto ad una parabola un poligono 
irregolare ; ma tale che ogui lato sia diviso in due parli egua- 
li nel punto di contatto , il che sempre è possibile di fare , 
operando nel seguente modo. 

Per un putito T (Pig. 85 ) dell’ asse delle ascisse si tirerà alla 
curva una tangente TM 1 ' , che si prolungherà fino ad S , in 
modo che sia M" S — TM. 11 ; pel punto S si tirerà alla curva 
wua seconda tangente SM' che si prolungherà in R finché sia 
M'RazrSM* , e cosi di seguito. 

Ciò fatto, formiamo il rettangolo ABQP' , tiriamo in segui- 
to DL , e CN parallele all’ asse delle ascisse , e facciamo 

AP=», PM = fi, AP' = «' , P'Q=/J', APi'= P"R— £* *> 

*e prolunghiamo il lato QR fino a T' > sarà MT' una tan- 
gente alia curva , e siccome la Stotlaogenle è doppia dell ascis-* 


C) Essendo ogni trapezio iscritto neW ellisse al sua corri- 
spondente trapezio iscritto nel cerchio , come h : a , saranno 
tutti i trapezii iscritti nel segmento ellittico AP 1 ' IV" a tutti 
quelli iscritti nel corrispondente segmento circolare AP 1 ' Mf 
anche nel rapporto di fisa, quindi essendo i medesimi seg- 
menti limiti delle corrispondenti somme de' trapezii , saranno 
ancora i segmenti nel rapporto di b : a. Dunque segmento 
AP" E'* : segmento. AP" M" : : b : a j e perciò sarà segmen- 
b 

lo AP" N" — — segmento AP" M " . 

a ( 11 Traduttore ) 
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«a , art. a63 , sarà T'P =: aAP , e quindi AT 1 “ AP = « , 
per conseguenza la tangente MT* può considerarsi come una 
retta che passa pel punto M che ha per coordinate a , 0 , pel 
punto T‘ che ha per coordinate — a , o. Quindi l’ equazione 
di MT' sarà 

0 

/—<* = —(* — «) ) 

2* 

Ora i punti R e Q essendo su questa retta , le loro coor* 
dinate dovranno soddisfare alla sua equazione , e si avrà 

0 0 

y'-L 3= -(*'-«), jr" — 0 = — (*"—«), 

2 « 2 * 

dalle quali si ricava 

0(*'-«) = 2«(y'-0), = 

ossia MP. PP' = iAP. QN , MP. PP'' = aAP. MK , 
addizionando queste equazioni , si ottiene 

MP ( PP' -f PP" ) = aAP ( QN + MK ) 
ossia MP. P'P'* = aAP. QL , 
ovvero , il clje è lo stesso , 

rettangolo NP" = 2 rettangolo BK (I" 1 )- 

Ciò posto il lato RQ essendo diviso in due parti eguali in 
M , saranno i triangoli rettangoli GMR , QMN eguali tra lo- 
ro ; dunque se dal rettangolo NP'' si toglie il primo triango- 
lo, e si aggiunge il secondo , si avrà 

rettangolo NP'' — trapezio P"P'RQ G 1 ”) » 

Similmente essendo eguali i triangoli RMK, QMI , se si sot- 
trae RMK dal rettangolo BK , e che si aggiunge QMI , si avrà 

rettangolo BK “ trapezio BDRQ (K' 1 ') , 

mediante le equazione (J'") e (K'") , l’equazione (1"*) diventa 
trapezio l’"P'RQ =2 trapezio BDRQ. 

Dunqpe il lato RQ del poligono divide il rettangolo BL in 
due parli che sono nel rapporto di 2 ad i . Questa dimostra- 
rione putendosi applicare a tutti gli altri lati del poligono , 
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no segue che il contorno poligonale TSRQ divide la superfi- 
cie AI 5 QP' nello stesso rapporto di a ad i. 

Questa proprietà essendo mdipendeulc dal ninnerò de isti del 
poligono , essa apparterrà anepra alla parabola che è il limito 
del contorno poligonale ; per conseguenza I’ aico della parabo- 
la AMZ divide il rettangolo AVZP' in due parti che sono tri* 
loro nel rapporto di 2 ad ». Si ha dunque 

superfìcie AAIZP' = 2 superfìcie AMZV , 
dunque superfìcie AMZV = f rettangolo AVZP' , 
e per conseguenza 

superfìcie AAiZP' = * rettangolo AVZP' =z ’ AP' X P 'Z. 


Della trasformazione delle 'coordinate 
in generale. 

288. Fino ad ora abbiamo determinato ogni punto M di 
una curva 1) col concorso di due coordinate AL* e P M 

re alive ag 1 assi rettangolari A V , ed AY ; ina la posizione di 
sare ie egualmente determinata , se si prendessero due nuo- 
vi assi AX , AY' , che formassero con I’ asse primitivo AX 
* augo i arbitrarli X'AX , Y'AX , e si conoscessero le 
coordinate di questo punto AQ — x' , e Q M — y' (*Y 

Ihiuque x' ed / sono funzioni degli angoli X'AX , Y'AX 
e deJIe coordinale** ed y -, reciprocameli te , * ed y sono fun- 
zioni di *' 5 y' e di questi angoli. 

389. Cerchiamo la relazione che esiste tra queste quantità. 
A tale oggetto, tiriamo le parallele QN , QL agli assi pri- 

Y'AX Shff ’ 6 SÌe "° aQ S ol ° X'AX =p , e 1 ’ angola 
4 — q , si avra evidentemente 

x = AP = AL -f- QN , 


e , secondo la 


PAI = QL-j-MN , 

noia dell’articolo 176, si avrà AL =3 x' cos.n 

n 1 )M . . — 1\IAT 1 ‘ 


- - — " vw ' ,v ai a v 1 a /ijl > 

QL = x'sen. p , QN =zy'cos. q , MN — y'sen. q. 


(’) Le ordinate sono oblique nella figura , poiché esse deb- 
bono esseie parallele all ’ asse AY* delle onlinatc . il quale fa 
un angolo acuto con l' asse AX. 

( L’Autore ) 


v 
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Sostituendo questi valori , si Uova 

x — x 1 cos.p 4 - y' cos. a , ) „ 

r ^ J ^ 1 { ... . (L'") Forinole per 

y = *' sen. p -\-y' seti, q , ) 

passare da un sistema di coordinate rettangolari x , y ad un 
sistema di coordinale oblique x‘ , y' , quando C origine è la 
Stessa. 

■ , . -i ^ ;• r 'I r. 

290. Si è detto che 1 ’ origine è la stessa , pdlchè facendo 

x 1 — o , ed y’ ss o , si trovano x ed y zero. 

291. Se le nuove coordinate sono anche rettangolari (Fig.8G), 
in tal caso l’angolo MQX' ss q — p sarà retto, e si avrà 
perciò , chiamando it la circonferenza 

q—p—\v > 

e per conseguenza 

scn. q — seri. ( | tr -f- p ) = seti. \ v cos. p -f- sen. p. cosate, 

cos. q = cos. ( 5 «• + p') — cos. | 7t cos. p — sen. | sr scn.p ì 

e siccome sen. * ir = 1 , e cos. * « = o , perciò i valori di 
sen. q , e di cos. q si riducono a 

sen. q = cos. p , 
cos. q — — seti. p. 

Sostituendo questi valori nelle forinole (L"') , si ottengono 
x ~ x 1 cos- p — y’ sen. p , ) ( M /«) Formo . 

y = a? sen.p. + y' cos. p , ) 

le per passare da un sistema di coordinate rettangolari x , y ’ 
ad un sistema di coordinate anche rettangolari , *' , y 1 , quan- 
do f origine è la stessa. 

292. È facile conoscere che queste formolo sono quelle stes- 
se clte abbiamo disegnate con (O y ) , articolo 1 76 ; esse sono 
state trovate supponendo che l’asse CX* (Fig. 54 ) delle nuove 
ascisse x 1 sia al disopra dell’asse CX delle antiche ascisse x. 
Se al contrario si volessero avere le forinole che hanno luogo 
quando il nuovo asse delle ascisse è al di sotto di CX , biso- 
gnerebbe considerare x ed y come le nuove coordinate , ed x 1 
ed y‘ come le antiche. Quindi si tratterebbe di trovare x' cd 
y' in funzione di x ed y. A tale oggetto moltiplicando la 
prima equazione per cos. p e la seconda per scn. p , addizio- 
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nando i prodotti , ed osservando che cos. p* + sen. p'Zz » 3 

si trova 

x cos. p -f - y sen. p — x' . 

Moltiplicando in seguilo la prima per sen. p , e la secon- 
da per cos. p , e sottraendo la prima dalla seconda , si trova 

y cos. p — x sen. p = y' . 

Queste formole (*) possono dunque impiegarsi per passare 
da un sistema di assi rettangolari ad un altro sistema di assi 
rettangolari. 

293. Se si volesse che le origini de 1 due sistemi fossero di- 
verse , sia A (Fig.17*) , 1 ’ origine degli antichi assi , e sia A* 
la nuova orìgiue , le coordinate della quale siano ADrra , 
DA'= b. E chiaro che rispetto al punto M della curva , si 
ha (Fig.71*). 

x = AF = AD -j- A'L -f- QN , 
y — PM = A'D -j- QL + MN. 

Sostituendo a queste linee i valori che si determinano come 
nell’ articolo 289 , si trova 

* = „ + *■ .a»., +/ ) rtmJU 

y — b -j- x 1 sen. p-\- y' sen. q ) 

per passare da un sistema di coordinate rettangolari x , y t 
ad un sistema di coordinate obblique x' , y' , quando l' ori- 
gine è differente. 

294. Modificando queste foratole come nell’articolo 291 > 
affinchè le coordinate stano parimenti rettangolari , esse diventano 

x=a + x> cos.p-y'sen.p ) (0 „ () Fornlde pec 

y =3 b -j- x' sen. p -f- y' cos . p ) 
passare da un sistema di coordinate rettangolari ad un altra 
sistema di assi rettangolari , quando V origine è diversa 


(•) Si possono dimostrare queste formole direttamente in 
questo modo: si ha (Fig. 87 ) , 

AP‘ = AN -\- PL = x ' cos. A-\-y sen. M , 

P'M — LM — PN — y cos. M — x sen. A , 

Mz=. Azxzp. Sostituendo , si trovano le formolo ilelC art. 292. 

(L’Autore) 
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Trp. Si può dare ancora a queste forinole una maggiore ge- 
neralità , supponendo che non solo i nuovi assi facciano tra 
loro un angolo arbitrario , ma anche gli antichi assi facciano tra 
loro un angolo qualunque. A tale oggetto chiamiamo (Fig. 71 ) . 

x ed y le antiche coordinale AP , PM del punto M , 
it' ed y' le nuove coordinate A'Q , QM , dello stesso punto , 
a e A le coordinate AD , A'D della nuova origine A' , 
p l'angolo QA'X" delle nuove ascisse con le antiche ascisse, 
q 1' angolo MQN delle nuove ordinate con le antiche ascisse , 
in 1’ angolo A’QL delle nuove ascisse con le antiche ordinale, 
n l’ angolo QMN delle nuove ordinate con le antiche ordinate, 
cd r l'angolo XAY formato dalle antiche coordinate. È chiaro che 

x = AP = a + A'L -f QN , 

y = PM = b + QL -j- MN. 

I quattro valori delle linee A'L , QL , QM , MN , si tro- 
vano immediatamente pel teorema di trigometria col iquale si 
stabilisce che i seni degli angoli di un triangolo sono propor- 
zionali a’ lati ad essi opposti , cd osservando che 1’ angolo QLA* 
ha lo stesso seno dell’angolo QLX" — r , avremo perciò 

scn. A'LQ: se/i.A'QL : : A'Q : A'L, ossia scn.r:sen.m ::x , :A'L; 
sen.A'LQtsen.QA'L ; : A'Q : QL, ossia sen.r: senp :: x* : QL; 
sen . MNQ : sen . QMN : : QM : QN, ossia sen.r : sen.n :: y 1 : QN; 
sen . MNQ : sen . MQN : :QM: MN, ossia sen.r : sen.q ::y' : MN; 
dalle quali proporzioni si ricava 

sen.m sen.p sen.n sen.q 

A'L=x' , QL=x' , QN=y , MN==y' 

sen.r sen.r sen.r sen.r 

Sostituendo questi valori in quelli di x e di y , avremo 


sen.m sen.n 

x r= a -j- x' -j-y' 

sen.r sen.r 

senp sen.q 

y = i>+ *’ t-y — 

sen.r sen%r 


m- 
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E poiché nel triangolo A'QL la somma degli angoli p ed 
m è quanto l’angolo esterno QL X" = r, e che nel triango- 
lo MQN si ha q -j- n = MNI = r , .si potranno sostituire ad 
m , e ad « i valori r — p , edr — q , e le forinole prece» 
denti diventeranno 


sen.(r — p) sen.(p~q) 

x — a x* • -J- y 1 « 


sen.r 


sen.p 

y — b- \-x' + y’ 


sen.r 

sen.q 

sen.r 


(Q"0* 


Formole per passare da un sistema di coordinate oblique ad 
un altro sistema di coordinate oblique , quando C origine è 
diversa (*). 


(’) Mediante un simile processo si potrà dare maggior gè- 
neralità all' equazione della linea retta supponendo che le sue 
coordinate sicno oblique. In fatti , sia (Fig.88) a V angolo 
MCI che fa la retta CM con l'asse delle ascisse x, e fi Vango - 
lo VAX che formano tra loro i due assi delle x , e delle 
y , c b la retta AC , si avrà evidentemente 

PM= MI + IP 
ossia PM — MI -f- Zi- 

Ora , tirando pel punto P la PK parallela a CM , V an- 
golo KPX = MCI— * , ed MPK = /?—«== CMP. Ciò 
posto , nel triangolo CMI si ha la proporzione 

CI : IM : : sen. CMP : sen. MCI — seri, « , 
ossia x : y — b ; : sen. ( 0 — «) : sen. a , 
dalla qUale si ricava 

sen. a 

y = X (- b. 

sen. (fi— a) 

Se fi è retto , allora fi — a è complimento di a ; e perciò 
(equa tione diventa 

sen. a 

y = x -j- b , ovvero y — tan- «Xs-fb. 

cos. a (L'Autore) 
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798. In fine se le antiche coordinale fossero obblique , e 
die si volesse passare a coordinate rettangolari , si con- 
sidererebbero gli assi A'X' , A'Y' delle x 1 e delle y* (Fig.71*) 
come gli assi delle antiche coordinate. Allora gli assi AX ed 
AY sarebbero quelli delle nuove coordinale , e non resterebbe 
più che a determinare , per mezzo delle equazioni (N' 1 ') i va- 
lori di x' e di y' 111 funzione di x e di y . A tale oggetto si 
eliminerebbe y 1 tra queste equazioni , moltiplicando la prima 
per sen. q , e la seconda per cos. q ; sottraendo il secondo pro- 
dotto dal primo , e dividendo pel coefficiente di x‘ , si otter- 
rebbe il valore di questa variabile. Moltiplicando in seguito la 
seconda delle equazioni (N ,,/ ) per cos. p e la prima per sen.p , 
e sottraendo il secondo prodotto dal primo , si otterrebbe del 
pari il valore di y' . 

Ecco questi due risultati 

( * — a ) sen. q — ( y — b ) cos. q 

sen. ( q —p ) 

(y — b ) cos. p — ( x — a) sen. p 

y ~~ . *en.(q — p) 

Forinole per passare da un sistema di coordinate obblique x', 
y 1 ad un sistema di coordinale rettangolari x , y , quando 
l'origine è diversa. 

399. Finalmente se si volesse cbe l’ origine fosse la stessa , 
si farebbe in queste formole a — o , e irò, e si avrebbe 



x sen. q — y cos. q 
sen.(q-p) ’ 
y 1 cos. p — x sen.p 
sen. (</— p) 


I 


. . (S'") , Formole per 


passare da un sistema di coordinate obbligue x' , y 1 , ad un 
sistema di coordinate rettangolari x , y , quando C origine i 
la medesima. 


Digltized by Google 


i6o 


Della trasformazione delle coordinate 
dell ’ ellisse . 


300. L’equazione dell’ ellisse che abbiamo ottenuto supponen* 

do le coordinate rettangolari , può trasformarsi in una equazione 
in cui le coordinate formassero tra loro un angolo arbitrario. 
A tale oggetto, sostituiremo nell’equazione -(- a*y* = n a ò* 

i valori di x e di y dati dalle forinole (L'"), e troveremo 

l'cos p* 1 £C m +* b , cos.p.cos.q\x'y'-\'b t cos.q % \yi'=za , b % ...{ < V")» 
a’scn.p' I la* sen. p.sen <yl a 1 sen.q'\ 

Gli angoli p e q essendo arbitrarli , sarà permesso di deter* 
minarli con due condizioni. 

301. Se si dispone della prima di queste condizioni , facen* 
do svanire uno de’ tre termini che Compongono il primo mem* 
bro , e che si mette eguale a zero il cooeiliciente di x 1 * , si 
avrà l’equazione 

b 1 cos. p * -f- a* seti, p * ss o. 


Mettendo in luogo di cos. p 1 il suo valore I — sin . p* , si 
troverà 

Ì* 

sen. p' ss — . 

a 1 — b % 


Ora essendo a* maggiore di b % , questo valore di scn.p* sa* 
rà necessariamente negativo : dunque il valore di sen. p è im* 
xnaginario , e sarà impossibile di determinare 1’ angolo p cgua* 
gliando a zero il coefficiente di x' 1 (*). Si dimostrerebbe dèi 
pari che non si può determinare q eguagliando a zero il coef* 
fidente di y 1 '. 

3oa. Altra facoltà dunque non ci resta che di far svanire 
il termine in x' y 1 , mettendo eguale a zero il suo coefficiente , 
avremo 

b * cos. p cos. q -j- a* scn.psen. q — o . . . (U" f ). 


sen. p 

Dividendo per cos. p cos. q ed osservando che —sztan.p, 

cos p 


(*) Si pub tT altronde osservare che la somma di due qua * 
drali non può essere nulla. ( L’Autore ) 
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seti . q ' • 

è che — lan.q ) l’equazione precedente ci da 

eoi. q 

b* 

ian.qtn ‘ ‘ 1 (V ,H ) 5 

a 1 tang. p 

e quella della curva diventa in questa ipotesi, 

{l’cosp'-^-a'sen ^x'^^’cosq’-f-a’seR < 7 ’)y ,1 =a , Ì > ...(W'''): 

Questa equazione (W"') determinerà 1’ ordinata y' in fun- 
iione dell’ascissa x’ , quando si avranno in essa sostituiti i va- 
lori de’ seni e coseni degli angoli p e q. 

3o3. Ora , questi angoli non essendo assoggettiti che alla 
sola condizione espressa dall’equazione ( Y'") , si potrà dun- 
que tirare uno degli assi nella direzione di CU' (Fig. 73 ) sotto 
un angolo qualunque p , e 1’ altro asse , il quale deve fare un 
angolo q , sarà fissato di posizione mediante 1’ equazione (V'") 
e prenderà la direzione CD' 

3o4» La sola forma di questa equazione (V"') basta per mo- 
strare che il nuovo asse delle ascisse divide là curva iu due 
parti eguali : poiché questa equazione risolata per rapporto ad 
y , darà sempre due valori eguali e di segni contrari! per y' 
Dunque portando le ordinate parallelameute alla retta D'E' che 
fa un angolo q con la direzione dell’ asse primitivo delle ascisi 
se , ne risulterà che la curva sarà divisa io due parli simme- 
triche D'BE' , D'AE' , dal nUovo asse delle ascisse. 

Dunque il nuovo asse delle ascisse è un diametro* ’ 

305. La stessa proprietà compete ancora ad ogni corda ctlé 
passa per lo centro , poiché 1’ angolo p è arbitrario t per con- 
seguenza il nuovo asse delle ordinate è anche un diametro. Uno 
de’ nuovi assi , considerato per rapporto all’ altro , si chiama 
il diametro conjugato. Questo nome gli si è dato a fcausa di 
questa relazione che esiste tra questi assi : relazione che è tale 
che qualora è data la posizione di uno di essi , quella dell'al- 
tro ^ art. 3o3. resta determinata mediante l’equazione (W'"): 

306. Un diametro Consideralo per rapporto alla sua lunghez- 
za fe la porzione della sua direzione compresa nella curva. 

307 * Tutti i diametri dell’ ellisse si dividono irt due parli 
eguali nel centro : poiché le ascisse de’ punti in Cai y è nul- 
lo sono eguali e di segni contrarii; » 

Bonchariai j i 
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3o8. L’ equazione ( W può esprimersi in funzione de’dia- 
metri conjugati. In fatti dividiamola per a * b‘ , essa diventa 

i’.cos p * + a* icn p* 
a* 6 * 

o altrimenti 


6" coi <jf* -f- a’ sen 7’ 

x^+. y*=», 

a’ ò* 


V* 

+ =. (X*")j 

a” é’ a* ò’ 


ò* cos p 1 + o* sen p* b * coi -|- a’ icn 7 ’ 

ed osservando che il secondo membro di questa equazione es- 
sendo di dimensione , dovrà essere lo stesso ancora del 
pruno membro, il che esige che i divisori di *" e di y u sia- 
no di due dimensioni , potremo perciò supporre 

a 1 b* 

= «'■ (¥"'), 

z>* cos p‘ -f- a 1 sen p % 

a* b * 

= ò'> (Z’»0, 

òVos q 1 -j- a’sen q‘ 
e 1’ equazione (X'"J diventerà 


x »i y* 



ovvero , facendo svanire i denominatori , 

b H x" + a' y* — a'* ò'* ..... (Atv). 

3og. Le costanti o' e ò 1 che entrano in questa equazione non 
sono altra cosa che i semidiametri conjugati , poiché facendo 
x 1 z: o , ed y =3 o , si trova 

= = CB' , y< —±^b‘ = +z CD'. 

3 io. L’equazione (^Atv) esseudo della medesima forma del- 
l’equazione (G") dell eilisse rapportata al ceutro , si dimostre- 
rebbe , come nell’ art. zt3 , che i quadrati delle ordinate ti- 
rate ad un diametro , parallelamente al suo diametro coniu- 
gato , sótto tra loro come i prodotti delle distame dal piede 
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rii ciascuna ordinala a' punti in cui il diametro incontra la 
curva. , 

3n. É da osservarsi che le coordinate non sono tra loro ad 

angoli redi : poiché i diametri goderebbero della proprietà che 
appartiene solamente agli assi (*) di dividere tutte le corde ohe 
sono ad essi perpendicolari in due parti eguali. 

3 12 . Se uno de’ diametri coujugati forma un angolo acuto 
con 1’ asse delle ascisse , l'altro saia necessariamente ottuso ; 

b 2 

poiché 1’ equazione lari q ££ — fa vedere , che se la 

a* lan p 

tangente dell’ angolo p è positiva , quella dell’ angolo q sari» 
negativa , e per conseguenza appartiene ad un angolo ottuso. 

313. Egli è facile di dimostrare che ogni diametro è paral- 
lelo alla tangente tirala dal punto in cui il suo diametro con- 
iugato incontra la curva*, poiché il valore di y * 1 dato dall’equa- 
zione (’Aiv) diventando tanto più piccolo quanto più x‘ au* 
menta , ne segue perciò che i due valori eguali e di segui con- 
trarii di y" diminuiranno continuamente a misura che l’ordina- 
ta si allontana dal centro , lino a che x‘ — a 1 . Allora i due 
valori di y 1 si annichileranno nel tempo stesso 9 confondendosi 
con la tangente tirata dal punto B ; , o dal punto A 1 . 

Si possono proporre diversi problemi sopra i diametri conjuga- 
ti , i quali si risolveranno facilmente mediante i due seguenti 
teoremi. 

3 1 4- 11 primo di questi teoremi è che, nelC ellisse il parai* 
telegramma costrutto sopra due diametri coujugati , è eguale 
al rettangolo formato dall' asse maggiore e dall' asse minore. 


(’) Per dimostrarlo a priori , se nell' espressione trigonome- 
trica della tangente dell' angolo q — p formato da due dia * 
metri coujugati , si mette il valore di lan q dato dall' equa* 
sione (P 111 ) i si troverà 

i / b* 

tan ( q — p ) — ( a’ tati p -j- * 

b 1 — a’ \ tau p 

Ora affinché questa espressione sia quella all' angolo retto , 
bisogna di' essa diventi infinita , il ehe non potrà essere dii 
quando si ha 

p = se , o pure p = o. 

n (L’Autore) 
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p er dimostrarlo, se si moltiplichi 1 equazione {£■ ") per 1 equa, 
zioue (Y'") , si troverà 

a!' b* 


a ,7 b '* = 


b*cos q'cos p'-\-a'b'sen q'cos p 7 +a 7 b*scnp 7 cos q'+a^senp'sen q % 

Aggiungendo al denominatore , la quantità • * 

3 a 7 b l sen p sen q cos p cos q — -a a 7 b 7 sen p sen q cosp cos q{ ), 
si potrà dividere questo denominatore in due quadrali , e 
1’ equazione precedente diventerà 

a* M 




[b*cos q cos p-\-a*sen q sen p)'-+-(ab sen qcosp — ab sen p cos q )* 

Osservando che h 7 cos q cosp - J- a 7 sen q seti p — o , poiché 
questa espressione è quella del coefficiente di x 1 y‘ , art. 3o2, 
il quale è nullo per ipotesi, V equazione precedente si riduce ad 

&* 


2 


b '* = 


( ab sen q cos p — ab sen p cos q )’ 
a* b* 


o piuttosto ad 

— : TT" 

[ ab K sen q cosp — sen p cosq ) | 

F siccome il quadrato di un prodotto composto da due fat- 
tori è eguale al prodotto de’ quadrati di quest! fattori , perciò 
questa equazione potrà scriversi nel modo seguente . 

a'< W 

• a l% b ,7 =z 7 » 

a 7 b 7 (senq cos p — sen p cos q ; 

a 1 b 7 i 


[sen q cos p — sen p cos q ) J 

Ed essendo" il denominatore dei secondo membro il quadra- 


/•* ) T 7 espressione i a* b> sen p sen q cos p cos q , è il doppio 
, J, ^ radice del prodotto de termini estremi di questo deno. 
Util i iu<~- i *.■ : o r *■ - : (L, Autore) 

minatore • , 
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to del valore che la trigonometria dà per sen ( qi— -/») , si avrà 
in fine 

a 1 b 1 

a' 1 b'’ = ; 

sen ( q-p )• 

ed estraendo la radice s 

ab 

«'*' = ; r (B")i 

sen ( q—p ) 

facendo svanire il denominatore , verrà , 
a 1 b' sen ( q — p) 23 ab. 

Il primo membro di questa equazione rappresenta l’aja del 
parallelogrammo D'CB'G (Fig.73). lu fatti sia D'H 1 ’ altezza 
di questo parallelogrammo ; è evidente , dietro la nota dell’ar- 
ticolo 176. , che , . 

D'H = D'CXsmD'CH, 
ovvero D'H ~b'sen(q — p ). 

Moltiplicando la base GB' per questa altezza , si ha 
aja D'CB'G — CB 1 X D'H = al b' sen ( q — p ) ; 

e siccome ab rappresenta chiaramente il rettangolo costrutto so- 
pra i due semiassi , perciò ne segue che il parallelogrammo 
costruito da’ due semidiametri corrugali è eguale al rettangolo 
formato da’ due semiassi a e b. Ed osservando che , se il pa- 
rallelogrammo ed il rettangolo hanno i lati doppi! , le loro 
aje si quadruplicano nel tempo stesso , si potrà perciò concbiu- 
dere la proposizione che abbiamo enunciata (*). 


(“) Si pub ancora dimostrare questo teorema nel modo se- 
guente: siano CB 1 e CD' (Fig 'jZJ i semidiametri conjugali a' e 
b' , e p e q gli angoli B'CB , F>'CB, e rappresentiamo con a 
e fi , ed & e fi 1 le coordinale de' punii B 1 e D 1 . Siccome il 
punto D' resta determinato quando è data la posizione del 
punto B 1 ' , ne risulta quindi che vi deve esistere tra et , /3 ed 
#' / 3 ' , una certa relazione , che cercheremo di determinare. 

A tale oggetto , il triangolo rettangolo D‘KC ci dii 
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3 1 5. Il v secondo teorema che dimosireremo sopra i diametri 
conjugali , è che, nell' ellisse , la somma de quadrati de dia* 
metri conjugati è eguale alla somma de quadrati de' due assi. 


Sostituendo in questa equazione il valore di b ,J dedotto dal* 
V equazione (f") , e quello di ft 1 * , che si trova facendo , 
ed y ss fi nel f equazione della retta CD 1 , la quale è 


fi otterrà 


j = x tan q. 


d 1 -f- ti' tan q’ ss 


a* b* 


b* cos q* a 1 sen *1* 
facendo svanire il denominatore , verrà 

b’a' ’( cos q’-f-tanq’ cos sen q’( i J- tau q* )=sa*b* , 

ed osservando che dalla trigonometria si ha 

i 

cos q tan q— sen q, sen q‘-f-cos q*— t , ed i-|»lauq J =s 

questa equazione si ricuce a 
sen q’ 


b’ «'’ + aV 1 


cos q’ 


cos q* 

— a’b’ , ossia bU^+a’W’tan q’=a’b* 


dalla quale si ricava 

a 1 b* " 

«'* = (”). 

b* a’ tan q’ 

(’) Sigiunge prontamente a questa equazione osservando che 
nel triangolo rettangolo D'CK , in cui D'C =zb' , KC=e i' , 
e D'CB=q , si ha ~ b** cos q* , e mettendo in luogo 
di b ,J , il suo valore dato dall'equazione (Z 11 '), e divisi i 
due termini del secondo membro per cos q* , si trova , , . , 

a 1 b* 

a * 1 ss . 

b’-f-a’Uuq’ 

(Il Traduttore) 
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A tale oggetto si sostituisca successivamente nelle tornio le 
(Z /#/ ) , (Y /,# J il valore di a* b * ricavato dall' equazione (Biv), 

avremo 

a"b''sen{q— p)' A a 1 ' b» sen ( q-p )' 

b'cos q'+a'sen q * b'cos p'-j-a'sen p' 

Facendo svanire i denominatori , e togliendo il fattore co- 
nnine in ognuna di queste equazioni , si troverà 

a 1 ' sen ( q — p )’ = b' cos q * + «’ sen q * , 

V' sen(q—pY = b' cosp ' + fl’ se/»p*. 

Addizionando queste equazioni , si avrà 

(a l, -{-b l, )sen (q—p)'=a’(sen p'+sen q')-\-b'(cos p'-\-cos q‘) ( Cl *)' 


Ora , se neW equazione (F'") si mette per tan p il suo va. 
fi 

lore — si avrà 

b* 1 b4 n* 

^ a* tan p* a* p’ 

Sostituendo questo valore di tan q 1 nell' espressione di *’ , 
ed osservando che il punto k 1 fi essendo sulla curva , ** ha 

a* fi’ -j- b’ «’ = a* 

si trova 

a’ b* a’ a* fi’ a4/J’ 

a »i_. — : = — a*-— «\ 

b* et' b* *’ a*£ a -f-b*«* a*b’ 

b’-J-a* 1 -j 

a'i jj 1 a* fi’ 

Per determinare il valore di fi ' , canneremo y ed x in m' 
ed in (?' nell' equazione della retta C'D , ed avremo fi’ — 
a'tan q. Elevando questa espressione a quadrato , e mettendo il 
valore di tan q’ pacanti determinato , apremo 
b4 *> 

fi H = a" » 

a’ fi 1 
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II secondo membro di questa espressione può mettersi sotta 
la forma del primo. Iu fatti prendiamo una espressione in a 
ed in b della forma di questo primo membro , questa espres,? 
sione (a* -f- b‘) sen ( q -r- p )* eguagliala a se. stessa iu parte 
sviluppata, ci dà 

q cos p -~-sen p cos q )* , 

e finendo di sviluppare il secondo membro , verrà 

sen (q — p) x 

= a' sen q'cosp 7 — la'sen p sen q cos p cos q-^a'sen p'cos q % , 
-\-b'sen q'cos p' — ab 2 sen p sen q cos p cos q-{-b' sen p'cos q\ 


Sostituendo ad x h e fi' le loro espressioni in funzioni di 
«e j e riducendo , troveremo 



■Avremo dunque da quanto precede 




Ciò posto , egli è evidente che il triangolo D>CB'(Fie.y'à\ 
e la metà del parallelogrammo costrutto sopra i semidiametri 
coniugati. La superficie di questo triangolo è determinata dal- 
la formala dell art. liti. , facendo in essa x'i negativo: ma 
essa può direttamente determinarsi , osservando che si ha 


tfiang. D'CB'=:trapezio D'KIB'— triaDg. D'CK— triang. B<CI , 

Ovvero triang, D'CB' — ; jLjlf (*» 

3 2 a \ 


e mettendo i valori di d , di g* , e di fi , si trova 

ab 

triangolo jD'CB' == — , 

dunque 

parallelogrammo GD'CB' — ab : 

Moltiplicando questa equazione per A , il primo membro, di- 
venta il parallelogrammo formato da diametri coniugati , cd H 
secondo membra diventa il rettangolo costrutto sopra i due asti, 

L’Autore} 


Digitized by Google 



trasformazione delle coordinate dell’ellisse 169 
Sostituendo (») ne’ termini estremi della prima li nea del sa- 
ppitelo membro i valori di cos p ’ e di cos q* , ohe si ricavano) 
dalle equazioni sen q » + cos q' =3 1 , sen p » -j~ cos/»’ =r 1 
date dalla trigonometria, e sostituendo ne’ termini estremi della 
seconda linea i valori di sen p 1 e di sen q' ohe si ricavano 
dalle medesime equazioni , avremo 

a 1 b' sen ( <7 — p Y — 

a sen q 1 a* sen q* sen p' — ia % senpsen q cos p cos q-^a'senp' — a 1 sen p'sen 7* 
casp' b' cos pi cos qi — ib'sen p sen q cos p cos q -^^cosqi—b’cosp^cos q's 

Mettendo nel termine — la'sen p sen q cos p cos q il valore 
di a* , e nel termine — ib'sen p sen q cos p cos q il valore 
di bi che si ricavano dell’equazione (U'") , e «ducendo si 

otterrà 

(a.i-\-b')sen((f — — fl > sen q' -f- a*sen pif-b'cos p’-f- d’eos q % , 
ossia 

(a'+b t )sen(q~- p yc~ji l (sen q* + senp *) -f- b' (cos p' -f cos <7’). 

Sostituendo il valore del secondo membro nell’equazione (CtvV 
e dividendo in seguito per sen (q-^-pY , si avrà 

a' J + ^=a’-f- 4 1 (Div) , 

e moltiplicando i due membri per 4 , questa equazioite di- 
venterà > • * * 

4 a ' 1 + 4 i,a = 4 a ’+ 4 i ’ 1 ossia (aa < ) , -f-(ai , ) 1 =-(3a)’-f-(2Ì) , (**). 

3 16. Si possono risolvere diversi problemi relativi a’ diame- 
tri conjugati dell’ellisse. 


( ) S°n condotto a questa sostituitone dal fine propostomi , 
fu ridurre } cioè j lo sviluppo di 

(*’ + bl ) sen ( q— p )* 

oda forma del secondo membro deWequazione (Civ). Ora que- 
sta equazione ( C'vJ mi fa vedere che a 1 è moltiplicata per i 
seni , è b» per i coseni. (L’Autore) 

. ( ) E facile dimostrare questo teorema per mezzo delle espres- 
sioni dello coordinale de punti B* e D' (Ftgyì) di cui ab- 
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Per esempio , se fosse proposto di trovare due diametri con- 
iugati eguali nell' ellisse , l'equazione (D<v) ci da , qualora si 
fa a 1 = b‘ 

2ai* ss a* -f- A* j ed a' — ±r a b j 

3 / 

descrivendo un cerchio che avesse per centro quello dell’eilii- 
se , e per raggio 

\JZ±E’ 

3 

si determinerà, con l’intersezione del cerchio e dell’ellisse > 
la posizione de’ diametri conjugali eguali. 

317 . Per trovare la loro direzione , siano a , 3 le coordi- 
nate del punto in cui uno di questi diametri incontri l’el- 
lisse , si avrà dunque tra a, e (I l’equazione 

«’ P 1 + A* sr’ =r a* b 1 . 

Ora essendo * e fi i lati di un triangolo rettangolo , in cui 
l’ ipotenusa è uno de’ diametri conjugati eguali , si avrà 

<P-j-A* 

*’ + F = ■ 

3 

Moltiplicando questa equazione per A’ , sottraendo il risul- 
tato dal precedente , e riducendo troveremo , 

A* 

/?’ = — , 


biamo fatt' uso nella nota delC art. 3 14- fatti i triangoli 
rettangoli B 1 CI , D‘ CK , ci danno 

a* + /3’=a'* , -f- p” = b'*. 

Addizionando , e mettendo i valori di «' , di 8 1 , e di (S 
in funzione di a , si trova 

b 1 b J 

-\ ( a* — «’ ) + a 1 — <? -f — « l = a' 1 -}- b'* ; 

a 1 a* 

p riducendo , si ha 

a’ -f b> = a'*-!-!»'» , ossia (aa)*4-(3b)»=(aa')»-f(3b')» 

(L’Autore) 
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e per conseguenza 1 


a 1 


# — ■ 


Ora , la tangeute trigonometrica dell'angolo/) essendo espres- 

sa da — , si avrà 

« 

6' A* b 

tan p % — — = — , c lari p ~ ■+- — . 

a 1 a 


Questi due valori di tan p appartengono agli angoli B'CB , 
D'CB formati da’ diametri conjugati eguali (Fig ^ 3 ). 

Paragonando i valori che abbiamo ottenuto per tan p , con 
quelli trovati all’ art. 278 , si vede che i diametri conjugati 
eguali dell’ ellisse si confondono con gli assintoti che si tire- 
rebbero nell’ iperbola , in cui 1’ asse primario e 1’ asse secon- 
dano fossero eguali all’ asse maggiore ed all’ asse minore del- 
f ellisse. 

3 18. In fine, qualora sono dati due diametri conjugati 
e l’angolo — p) che essi comprendono, allora le equazioui 
(Biv) e (Div) faranno ottenere , mediante l’eliminazione , i va- 
lori dell’asse maggiore e dell’ asse minore dell’ ellisse (*), 


(* ) Nella nota dell'articolo 284 abbiamo veduto che. un seg- 
mento ellittico sta al suo corrispondente segmento circolare nel 
rapporto di b : a , e perciò sarebbe facile 'di calcolare l' aja 
di un segmento ellittico , con calcolar prima, il corri spandente 
segmento circolare. E da osservarli però che ciò vale quando 
il segmento ellittico appartiene all'asse maggiore , ossia quando 
la corda del segmento è perpendicolare all'asse maggiore , ma 
se ciò non fosse , allora non si potrebbe calcolare l' aja del 
segmento ellittico , partendo da quel principio. Quindi ad og-, 
getto di. nulla tralasciare soggiungiamo il seguente teorema , 
mercè il quale ci sarà facile di calcolare l' aja di un segmento 
qualunque di una ellisse. 
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Della trasformazione delle coordinate 
dell’ iperbola, 

3 1 9. Se nell’ equazione dell’ iperbola b'x 1 — a*y % ss a? b* % 
si sostituiscono i valori di x e di y dati dalle forinole (L' 1 '),, 
si troverà 

cosp‘‘\x , ' , -\-ib''cospcos q Yx'y'-^-b'cos q*\y h =za x b* ...(Er v )* 
— a*se/i , />’| — la'senp scnq | ■— a’senq’J 

Gli angoli p e q , essendo arbitrarli , possiamo determinar- 
li in modo da far svanire due termini della trasformata. 

La scelta di questi termini non presenta che due combinazioni-. 


TEOREMA. 

Se nell’ ellisse AB ha , vi sono due segmenti DBF , dlf y 
(Fig. R, tav.7) le corde DE , de de’ quali abbiano per se- 
midiametri corrispondenti OB , O b , e questi sieno tali die- 
si abbia OB : OE : : 06 : Oe , saranno i due segmenti 
Ira loro eguali. 

Dimostrazione. 

Siano OA il semidiametro coniugato di OB, ed Oa quella, 
di Oh. Si dividano le rette BE , e be in ri parti eguali EH, 
JJL , LB ec. , eh , hi , lb ec. , e si mettano OB ss a OA=h r 
EH=ez , Obssa' , Oa ss b' , ed ehsbz'. L'equazione della cur- 
va rapportata a' diametri a e b , quando i origine è in B sa. 

b* 


rà y* =1 — (aax— 

-X*) ) e facendo in questa x ss BE ss nz si 

a» 

* » 

b> / 

» \ 

avrà DE 1 ss — ( 
a’ \ 

2azn — n’z’ 1, e facendo %-=iBH=zz (n— 

b» . 

s * 

f \ 

sarà GIP ss — f 

(2az(«— 1) — (n — 1 )z 2 1 dalle quali siricava, 

a a \ 
b 

V b ' 

J)E 1 Viazn— e GH zzz — Yia^n-— i.)**; 1 3> 

a 

a 
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!.• 11 termine ec'y' ed uno de’ termini cc ' 1 ed y 
a.° 1 due termini x 12 ed y’ % . 


onde sarà 


DF-\-GI = — ^Vaazn — n’z 1 -f- Vaaz(n — i) — (n — 
Similmente si trova che 

'•> db 1 * . » 

= f ' VaaVu — n*i'* -f- \ tJ-l' ( a — i) — (n — i)*z'’ V 

Di più chiamiamo <p l'angolo BEF compreso tra i diame- 
tri a e b , e chiamiamo tf>' l'angolo bef compreso tra i diame- 
tri a 1 e b ; . Si abbassino da' punti H ed li le perpendicolari 
HP , ed hp sopra di EF ed ef. Nel triangolo rettangolo EHP , 
abbiamo EH : HP : : ì : sen (j,, ossia z ; HP : : 1 : sen <p 
e perciò sarà GP—i sen Similmente si trova bp — z' seu <p' 
Ora per trovare V aja del trapezio DF 1 G basta moltiplicare 
la somma di DF -j- Gl per | HP i e mettendo in luogo di 
DF -|- Gl , e di HP i loro valori trovati , si avrà che laja 
del trapezio DFJG sarà rappresentala da 
bz sen 
DFIG— 


■ (v 2a nz — n’z’-j-V aaz(n — i)— (n — i j’z*^ , 


Similmente si trova , che V aja del trapezio 

b'z'sen 0'/> v 

<ifig= _ — ^ Vaa'z'n — n’z' 3 -J- V aaV (n — i ) — (n — ij *z» V 

Ma essendo BO : OE : : bO : Oe , sarà BO ; BE : : 


a'z 


bO ; be , ossia a : z : : a' : i' , e perciò sarà z' — — . So- 

> a 

stiluendo questo valore nell' espressione dell' aja del trapezio 
dfig , e riducendo si trova 

■ \ . afb'z sen * ■ ^ 

<b[ig — _ f V aauz — n a z’-J-Vaaz^n— rij — (u-— i)’z» j > 
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320. Mettendo eguale a zero il coeificiuuie del termine 
è facile osservare che non si potrà rendere nullo uno degli al* 
tri coefficienti senza ridurre 1’ equazione (E>v) ad una di que- 
ste forme Ax' 1 ~ a’i* , o , le quali equazioni 


e pereto sara 


DFIG : dlìg 


bz sen ® f ^ . V 

— ■ ii f " aanz— n’z’ + V aaz(n< — i) — (a— 1* 

a'b'z sen (pi N 

I » aanz — -j- »aaz(n— i) — (u — i)’z’ 1, 


ossia 

DFIG : dfig : : 
che si riduce a 


a'b' 


sen $r 


. DEIO : dfig : : ab sen 0 : affi' sen tpi. 

Ora essendo ab sen <p l'aja del parallelogrammo fatto da' simi* 
diametri conjugati a e b , ed affi' sen <p‘ quello fatto da' semidia- 
metri coniugati a 1 e b', ed essendo questi parallelogrammi c- 
guati tra loro , per essere ognuno eguale al rettangolo fallo 
da' semiassi , sarà ab sen 0 — a'b' sen Q 1 , ed in conseguenza 
la proporzione di qui sopra ci darà 

DFIG = dfig. 

Similmente si dimostra che GIMK rr gì rnk ec. 

Dunque tulli i trapezii iscritti nel segmento DBF sono cor- 
rispondentemente eguali a tutti quelli iscritti nel segmento dbl, 
e siccome l' eguaglianza di questi trapezii è indipendente dal 
numero n delle parti in cui si son divise le due BE , e be , 
perciò questa proprietà apparterrà ancora d due segmenti , che 
sono i limiti de' trapezii in essi iscritti. Dunque ec. 

Dietro di questo teorema riesce facile calcolare V aja di 
qualsivoglia segmento ellittico. In fatti supponiamo che si vo- 
glia calcolare l' aja del segmento BCD (_ F i g . C, tav. q) , si 
tiri r asse maggiore AC , e si tiri il semidiametro E O . che 
passi pel punto G medio della corda BD. Si divida OA in' 
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TRASFORMAZIONE DELLE COORDINATE DELL* JPERBoLA 1*5 
Don potrebbero più servire a costruire la curva, anche quando 
A e B non svanissero simultaneamente (*) , poiché queste equa- 
zioni non darebbero ciascuna che due valori per l’ incognita. 

3n. Quindi , supponendo nullo il coefficiente di x'y 1 , non 
metteremo eguale a zero nessun' altro coefficiente, ed avremo 
l’equazione di condizione 

A* coi p cos q — o 1 sen p seti q = o . . . . (F>v ) 

/ sen p 

, Dividendo per cosp cos q , ed osservando che — tan p ì 

cos p 

sen q 

e che -■ — ~ tan q , potremo trasformare quesLa equazione in 
cos q ■* • 

A* — a * tan p tan q = o , 

dalla quale si ricava 

b 1 

tan q = ■ ( Gtv V 

<z* tan p 

Questa equazione determinerà sempre uno degli angoli p e q 
quando si avra attribuito un valore arbitrario all'altro. Quindi 


P , in modo che sia ÒE : OG : : OA : OP , e tirata per 
P la corda MN perpendicolare ad OA , sarà il segmento 
M AN—BED\ ma il segmento MAN sta al corrispondente seg- 
niento circolare HAK come i due semiassi b ed a, dunque starà 
ancora d segmento proposto B CD al segmento circolare HAK 
come b : a. Quindi calcolatasi l' aja del segmento circolare . 

b *• 

I1AK , e moltiplicata questa pel rapporto de' semiassi — , il 

' a 

prodotto sarà V aja del segmento dato BCD. 

(11 Traduttore) 

(*) Questo appunto è quello che ha luogo \ poiché eguaglian- 
do a zero il corniciente- del termine x'y' ed uno de' cornicien- 
ti di x 1 1 e di y u , si avranno due equazioni , je quali , es- 
sendo insieme combinate , danno una terza equazione nella 
quale si riconosce l' altro de' coefficienti di x' 1 e di y l% ridotto 
a zero. Dunque il primo membro dell' equazione (Eiv) è ne- 
cessariamente nullo in questa ipotesi , la quale , anche per que- 
sta ragione , diventa inanunessibile. (L’Autore) 


Digitiztd by Google 

i 


I}6 »EORIA DELL* CORVÈ DEL SECONDO ORDINI? 

disponendo di p si potrà dare (Fig.^4) all’ asse < X' quell* iti» 
clinazione che si verri» sull’asse primitivo, e fargli incontrare 
)a «urva ; poiché vi sono delle posizioni in cui quest’ asse CX' 
non incontrerebbe la curva. 

322. In generale , quantunque i due assi CX' , e CY' sieno 
legati tra loro con 1’ equazione (F»v ) , pur tuttavia un solo di 
essi può incontrare la curva , il die ci sarà facile dimostrare 
quando avremo provato che i coefficienti di àt 1 * e di y ,% del- 
l'equazione (E‘i) sono necessariamente di segni contrarii. 

3a3. A tale oggetto osserviamo 5n primo che i due assi CX'« 
CY' sono inclinati dalla medesima parte dell’ asse delle ascisse} 
i 

poiché tanqm — — ci fa vedere che tanq deve avere 

a* lanp 

lo stesso segno di tan p , e perciò gli angoli p e q sono en- 
trambi acuti , o entrambi ottusi. 

Supponiamo dunque che i due angoli p e q sieno entrambi 
acuti e che q sia maggiore di p , allora si avrà tan (jf> lanp, 
Mediante il valore di tan q , dato dall’ equazione (Gii ) , 
canneremo questa ineguaglianza in 

b* ò 1 

— : > tan p , ovvero > tan p ' , 

a’ tan p a 1 

e siccome la tangente è eguale al seno diviso pel coseno , per- 
ciò quest’ ultima ineguaglianza diventerà 

ò* sen p * 

-> 1 

a* cosp 1 i : . 

'facendo svanire i denominatori verrà 

b % cos p* > a* sen p 1 , 

e per conseguenza i’ coi p* — a 1 sen p* — numeri» positiva. 

Ora , b 1 coi p 1 — » a 1 sen p’ è il coefficiente di x u dell’e- 
quazione (E»v ) ; dal che ne segue questo coefficiente è neces- 
sariamente positivo. 

Da un’ altra parte , se nella stessa ineguaglianza 
tan q > tan p. 

Si mette il valore di lanp ricavato dall’equazione (G'v ) , 
si troverà , con un simile processo , che il coelficieute di y'‘ 
é negativo. 


« 
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324. Poiché nell’ ipotesi attuale , 1 * angolo acuto q è mag- 
giore delPangolo acuto p , rappresentando perciò il coeflicieu- 
te di *'* sotto Una forma positiva , fcd il coefficiente di y' % 
sotto uua forma negativa , 1 ’ equazione (Eiv), liberata dal ter- 
mine x’y 1 , potrà scriversi in questo modo 

(ò* cos p' — a* sen — (a’ sen 7* *— b* cos q')y u — a 1 b % , 

è le espressioni racchiuse tra le parentesi Saranno quantità po- 
sitive. 

Questa equazione divisa per a * b* , diventa 
, • 1 » 
(£>’ cos p*—a’ sen p')ùc>' (a 1 sen q* — b % cos q 1 )y'* 


a' 6 ’ 


a 1 i* 


Ossia 


ra’ i* 


a’ ò’ 


= i . . . (H.v)j 


fi’ tos p’ — a’ 


sen p' 1 a * se« q * — ò’cos q* 


éd essendo il secondo membro di dimensione nulla, bisogna che 
lo sia ancora il primo •, dunque le quantità 


a 1 5 * 


fed 


a* £* 


b'cosp * — a'senp 1 a' sen q' — h'cosq * 

saranno Ognuiia di due dimensioni. Supponiamo dunque 
n* 

= A'* 


— «'* 


b'cos p'—a.*senp'< 
a* fc* 


à*sen q* — b*cos q * 
l’equazione (Hiv) diventerà 
x ' 1 

I** b^ ~ 

* facendo Svanire i denominatori , verrà 

A'**'» — . = a'* fi'*. 

Boucharlat j a 
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3^5- Si troverebbe la medesima equazione se gli angoli p e q\ 
fossero ottusi, e che fosse q p , poiché il valore assoluto di 
tan p sarebbe anche minore di quello di tan q. 

Ma se gli angoli p e q fossero acuti , e p fosse maggiore 
di <7 , si avrebbe al contrario tàn q < tan p. Questa inegua- 
glianza esisterebbe ancora se , essendo p e q ottusi , si avesse 
q p. In questi due ultimi casi basterebbe cangiare il se- 
gno > in <[ nella dimostrazione dell’ art. 3a3, per dimostrare 
che T equazione (E ,T ) potrebbe ridursi a questa forma 

a 1 ' yi* — 1 , 1 » x l, = a'* b 

Allora si prenderebbe 1' asse delle y' per quello dell’ ascisse, 
art. 184 . 

3a6. Se nell’equazione h x ,y — a'* yH a i% {,’* facciamo 
y' — o , troveremo x 1 = a' ed x 1 “ — a’ per i valori delle 
ascisse CB' e CA^ de’ punti in cui il loro asse incontra la curva , 

e facendo x' ~ o , la stessa equazione ci darà y' =z rt V — £/* 

— -t. b' V — 1 , per i valori delle ordinate che passano pel 
centro. Questi valori immaginari! ci mostrerebbero che quando 
il nuovo asse CX ; incontra la curva , l’altro asse CY / non 
può giammai incontrarla. 

‘Ì 2 q. Si è dato il nome di diametri conjugati a questi due 
assi , perchè essi sono diametri legati tra loro con l’ equazio- 
ne di condizione (Fiv). 

3a8. Considerando questi diametri sotto il rapporta della 
grandezza , un diametro dovendo essere la parte di una linea 
retta che passa pel centro intercetta nella curva , ne segue 
che realmente non vi esiste che un solo di questi diametri 
conjugaif nell' iperbola , poiché uno di questi diametri non 

I iuò mai incontrare la curva. Intanto , per analogia dell’ el- 
iSse , si è dato alle costanti 7.a ' e ib 1 il nome di diametri 
conjugati. Una simile osservazione si è di già fatta all’ art. tgo 
sopra agli assi principali , che sodo due diametri conjugati. 

3ag. Se il diametro reale 20 * fa un angolo p = o con 1’ asse 
delle ascisse, esso si confonderà , con l'asse primario , e l’equa- 
zione (G IV ) dà in questa ipotesi lari q — co , il che prova 
che il diametro conjugato all’ asse primario deve fare allora 
un angolo retto , e prendere la direzione dell’ asse secondario. 

33o. Si possono qui dimostrare , come nell’ art. 3ti , che 
negli altri sistemi di diametri conjugati le ordinate debbono 
essere obblique. 
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331. L’ ordinate y' avendo sempre due valori eguali c!ie 
svaniscono nel tempo stesso quando si fa x' — ±:a' , segue 
da ciò che le tangenti tirale a’ punti A' e B' sono parallele 
alle ordinate , e per conseguenza all’ asse CY'. 

332. Io fine potendosi applicare a’ diametri conjugati del — 
1 iperbola la dimostrazione dell’articolo 2 i 3 , possiamo con- 
chiudere che i quadrati delle ordinate , tirale ad uno de dia- 
metri conjugati parallelamente all' altro , sono tra loro tome 
i prodotti delle distante , dal piede di ciascuna ordinala a' pun- 
ti in cui il diametro incontra la curva. 


333. Nel paragrafo precedente abbiamo dato due teoremi 
relativi a’ diametri conjuga'ti dell’ellisse paragonali all’asse 
Biaggiore ed all’ asse minore ; occupiamoci ora de’ teoremi ana- 
loghi che ci offre l’ iperbola. Il primo di questi teoremi è Che 
nell iperbola il parallelogrammo costrutto sopra i diametri con- 
/ a gali è eguale al rettangolo formato dall' asse primario e dal * 
l asse secondario. 

Per dimostrarlo, si moltiplichi 1’ equazione (Jiv) per l’equa- 
zione (li») , si troverà 


a'*ò ,a = 


a « b* 


—b^cos q‘ cosp'-fa'b'sen q t cosp’‘-\-d‘b i sen p'cos q ' — asserì pascti q' 

a 88' un 6 en do al denominatore la quantità r 

tia’A 1 sen q sen p cos q cos p — 2 a’ b * seri q sen p cos q cos p (*) , 

si potrà dividere questo denominatore in due. quadrati , e l’equa* 
zione precedente diventerà 


a' 


a < M 


- — ( b'cos p cosq — a’ seri p sen q ) K -^-{ab sen q eos p — ab sen pcos q)‘ 

osservando che ò* cos p cos q — a' 1 sen p sen q ~ o , poiché que- 
sta espressione è quella del coefficiente di x' y' , articolo 321 . ^ 
che nella nostra ipotesi è nullo , 1’ equazione precedente si ri* 
durra ad 


a'*b'*=: 


a* b 4 

(ab sen q cos p — ab sen p cosq )* 


(*) Vedete la nota dell' articolo 3i$. 

*. 
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o piuttosto ad 

' «4 H 

a'* b 1 ’ — i 

[ai ( sen q cosp — sen p cos q )]* 

a<b* 


a* b' ( sen q cosp — sen p cos q )• 

Dunqu* 

a’ b' 

a'^b'*—- ' • 

( sen q cosp — sen p cosq)* 

Il denominatore del secondo membro essendo il quadrato di 
sen ( q — p ) , si avrà 

a* b l 

a'* b '• ss , , 

sen ( q-pY 

ed estraendo la radice quadrata 

ab 

a' b'= -, 

sen ( q—p ) 

facendo svanire if denominatore , verrà 

a ! b' sen (q — p) =: ab (R ,T ). 

Se si prende sulla direzione del diametro conjngato Clt f 
fFig n 4 ) al diametro CX» , una linea CD' eguale in lunghet- 
ta alla costante b' e che si costruisce il parallelogrammo D'CB'G, 
questo parallelogrammo rappresenterà il primo membro della 
precedente equazione. In fatti sia D'H l’altezza di questo pa- 
rallelogrammo , si ha , dietro la nota dell’ articolo 176. 

X)'H s~ D'C. sen D'CH=D'C. sen D'CB' ac b‘ sen ( q—p )i 

Dunque , aja D'CB'G , ovvero CB'.D'H =3 a'b' sen ( q — p )• 

Quest’ aja è dunque eguale al prodotto ab , che può ‘essere 
rappresentato con un rettangolo che tiene a per base, e per 
altezza la costante b dell’ equazione dell’ iperbola. 

Moltiplicando per 4 1 ’ equazione precedente , si troverà 

sa 1 X iV se* ( 9 — P ) = I «X *b. 

Dunque , > Iati del parallelogrammo e quelli del quadrato 
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diventando doppj , se ne conchiuder'a il teorema enuncialo qui 
sopra (*). 1 

334 . Il secondo teorema è che , nell iperbola , la differm- 
** de ' quadrati de' diametri conjugati è egua le alla differenza 
de quadrati deli asse primaria e dell' asse secondario. 

Per dimostrarlo, si ricava il valore di a*b 2 dall’equazione 
(Riv) e si sostituisca successivamente nelle formole (Jiv) ed 
(I«v) , avremo 


sen (q — p) % 

b" 

a'senq * — b 2 coS q' 


a^’b 1 * sen (q — />)* 
b'cosp ’ — a'senp * 


Facendo sparire i denominatori e sopprimendo in 
equazione il fattore comune , si troverà 


a 


ii 


ciascuna 


a ,% sen ( q, — p )» ss a* sen q 1 — b 1 cos q x , 
b 1 * sen ( q—p )’ — b* cos p * — a* sen p\ 

Sottraendo la seconda equazione dalla prima , si avrà 

(a'‘^'')sen(q^y=MXsenq'+senp')--b'(cosq‘+cosp') ....(Li,). 

Il secondo membro di questa equazione può. mettersi sotto 
la forma del primo. In fatti prendiamo una espressione* in 9 


(*) La dimostrazione della nota dell art. 3 s4 > può appi i. 
Carsi ancora a questo teorema. In fatti , basta impiegate le 
equazioni (G'v) e in luogo delle equazioni (F 111 ) e (Zi 1,1 ) 

* si avrà facendo il medesimo calcolo ' r 


b 



a 

Ciò posto , è evidente che il triangolo CD'B' è la metà det 
parallelogrammo formata sopra i due simidiametri conjugati. 
Questa superfìcie si troverà , o con la formolo dell' ari. 1 18 
ovvero, osservando che si ha (Fig. 74). 


triangolo Z>' Castra pezio D'KIB>+ triangolo D'KC-insogoJoB 1 CI 

“ * ( P+F X «—' ) + l a' fi' - ! *£= | (af-dfi). 

Sostituendo i valori di *' , di fi' , e di g , si trova 
ria . n f Y°,® dunque parallelogrammo D'CB 1 6 =ab 

Moltiplicando questa equazione per i y se ne deduce il te*- 
rema enunciato. " (L!A,uioie). 
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ed in b della forma del primo membro ; questa espressione 

eguagliata a se sléssa , in parte sviluppata , ci da 

(«*—•£’) sen (q— />)* = (»*■ — b*){sen q cos p— sen p cos q )*. 

Ovvero , terminando di sviluppare il secondo membro 
(a’ — b') sen(q-p)' = ì 

a’ sen q'cos p' — 2 a'sen q seti p cos q cos p -f- a’ seti p'cos q * , 

— b'sen q‘‘ccsp , -\~ib‘‘sen q sen p cos q cos p — b* seri p'cos q 

Sostituendo , ne’ termini estremi della prima linea del se- 
condo membro, i valori di cos p* e di cos q* , e ne’ termini 
estremi della seconda linea , i valori di sen p* , e di sen q' , 
ricavali dalle equazioni 

sen p'-^-cos p' ~ 1 , e sen q'-j-cos q 1 — 1. 

avremo 

( a’— b % ) sen ( q—p )* =, 

a *sen q>— a 1 sen q'sen p'—aa’sen q sen p cos q cos p+a'sen p'— a'sen p* sen q' 
m^b'cos p'-^-b'cos q'cos p'-\-2b'sen q senjtcospcos q — b'cos q' -j -b'cotp’cos q*. 

Mettendo nel termine — 2 a* sen p sen q cos p cos q il valore 
di a* , e nel termine -f- ib % sen p sen q cos p cos q quello di 

b* che si ricavano daU’equazione di conditone. 

— o 4 sen p sen q-\-b'cos p cos q—o si otterrà, dopo tutte le -iduzioni 

(a'—b')sen{q— p)'~a'{sen q'+sen p' )—b'(cos q'-\-cos p'). 

Sostituendo il valore del secondo membro di quesla equazio- 
ne nell’ equazione (Liv) , e sopprimendo il fattore comune , 

»i avrà 

a i, — a* — b' . ~ . . . (M'v). 

Moltiplicando .per 4 , » due membri , avremo 

4 fl <* — 4 V* — 4 a * —■ 4 > 

ossia ( la 1 )* — ( ab 1 )* == ( 30 )* — ( at )’- 

Tale è la proprietà che forma l’oggetto di questo teorema (*) v 


(•) Questo teorema pub dimostrarsi ancora con lo stesso pra- 
cesso che abbiamo impiegata per V ellisse nella noia dell' arti- 
colo 3 i 5 . In fallii triangoli rettangoli B'CI , D'CK [Fig.>j/Q 
dama 

«* -f fi' =5 a l ‘ , d + #1’ = b'\ 
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335. Se fosse proposto di trovare i diametri conjugati egua- 
li nell’ iperboli! , questo problema non sarebbe ammissibile che 
nell’iperbola equilatera; poiché 1’ ipotesi di a'^zb ' , riduce l’equa - 
xione (Miv) ad a* — b‘=Oj dunque b'zzza'. Questo valore 
sostituito nell' equazione (Giv) , la riduce a 

t 

tan q — . 

tari p 

1 

Ora , essendo 1* espressione che la trigonometria ci da 

tan p 

per la cotangente dell’angolo p , ne segue da ciò che tan,q—cot p, 
e che per conseguenza gli angoli formati da’ diametri conjuga- 
ti eguali sono supplementi 1’ uno dell’ altro. 

Dell’ iperbola rapportata a 1 suoi assintoti. 

336. Ci resta ad esaminare il caso in cui si eguagliano a 
zero, art. 319. , 1 due coelBcieuti di x 1 ' e di y 11 dell’equa- 
zione (E 1 *) , il che la riduce a 

( ib' cospcosq — ua'senq senp) x" y> — a' b' (N«v). 

Si hanno dunque in questo caso le due equazioni di. con- 
dizione 

b’cosp * — a'senp'=zo 7 e b* cos q* — a'senq' = p > 
Queste equazioni ci danno 


senp' b' senq' b‘ 



Addizionando queste equazioni , e mettendo in luogo di e 
di f i valori dati nella nota precedente , e per /3 il tuo v a. 
lore dato m funzione di » dall' equazione dell' iperbola , e 'ri- 
duce ndo , si trova 

ah b' 1 — b 1 , e quindi (za') 1 — (zb'/rrfaaj* — (zb)». 

(L’Autore) 
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« passando alle radici 

b b 

tanp — ±z — , e tan q — +- — . 

a a 

33 ']. I due valori di tan p e di tan q non possono essere 
dello stesso segno •, poiché se gli angoli p e q fossero eguali , 
j nuovi assi si confonderebbero , e per conseguenza le nuove 
ordinate dovrebbero portarsi nel senso delle loro ascisse , e noe 
potrebbeiM determinare che de’ punti in linea retta. 

Quesp» necessita di da^e de’ segni differenti alle due tangen- 
ti , si manifesta ancora considerando 1 ’ equazione (E'v) ; poi- 
ché in questa ipotesi di p=q , il suo primo membro si ridu- 
ce a zero. 

3 ^ 8 . Noi supporremo dunque che i valori di tan q e di 
tan p sieno di segui contrarii , e siccome una tangente negati- 
va appartiene ad un angolo ottuso , nel mentre che la tangen- 
ze positiva corrisponde *1P angolo acuto , perciò daremo il va- 
lore negativo al maggiore di questi angoli , e poiché nella no* 
atra ipotesi l’ angolo q è il maggiore , perciò scriveremo 

b b 

tari p — — , tan q — — — . 
a a 

Ora , tan p e tan q 'hanno qui gli stessi valori di quelli 
provati all’articolo 277 , per le tangenti trigonometriche degli 
angoli LCB , ICB (jFig.70) che gli assintoti formano con l’as- 
se delle ascisse ; dunque i nuovi assi , art. 278 , prenderanno, 
le direzioni CL , CL' degli assintoti. Per questa ragione dare- 
mo all’ equazione che costruirli la curva nell’ ipotesi attuale } 
il nome di equazione dell’ iperbola rapportata agli assintoti. 

33 g. Per ottenerla , osserveremo che se col raggio delle ta- 
vole si descriva ( Fig. 75 ) una circonferenza , e si pren,- 

b 

da XB ~ T'B» = — , si avrò, 
a 

sen TOB s= sen p , goJ TGB — cos p. 

sen SQB = sen q , cos SQB = cos q. 

Ora , cadendo, i seni dalla medesima parte , ed i coseni da, 
piarti opposte , si ha 

sen q = sen p, } « cos q — — cos p. 
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Sostituendo questi valori nel 1 ’equazìone ( l N*v) , essa diventa 


— (ai* cos p x -j- uà* sen p , )jc t y' — a'b * , 

p mettendo in essa il valore di a' sen p* ricavalo dall' equazio- 
ne di condizione , b* cos p' — a* sen p % = o, si ottiene 

— - ( i b' cos p * -}- ai* cosp* ) x‘ y 1 = o* b* , 

ossia — 4 &’ cos p' x 1 y 1 = a 1 b 1 , , . , . ( 0 >v); 

ed osservando che il raggio è medio proporzionale tra il pos- 
seno e la secante , si ha 


\ t » 

f osp — , e cos p' = = 

sccp secp' 1 -\rtanp* 

1 p* 


i* 

*+- 


z’-j-A' 


Sostituendo questo valore di cos p x nell’ equazione (Ojt) ^ 
essa diventerà 

4 a* b' 

•r- x 1 y 1 — a'b’. 

.Facendo sparire il denominatore , sopprimendo il iattore co- 
mune a * b‘ , dividendo per 4 > e ricavando il valore di y 1 , 
si troverà 

(»•+*') 




4 ** 


e si vede che per ogni valore positivo CP di x 1 corrisponde 
l’ordinata PM negativa (Fig.76). 

340. Quando si prendono le ascisse sull' altro assintoto , ba- 
sta , art. 184 , cangiare CP ossia in y 1 , e PM ossia 
r - v* in * , e si ha 

«•-H* 

*y~ 
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34 * • Sia 0 l’angolo LCL' formato da’ due assintoti , se sì 
moltiplica l'equazione precedente per sen 0 , si avrà 

a’-j-i’ 

xy sen p = — sen 9 (P'v). 

4 

.Rappresentando con CQ e QN Je coordinate x ed y di un 
punto N preso sulla curva , il prodotto y sen 9 = QN sen ^ 
r=CHsenp esprimerà (nota dell' art. «76.) la perpendicola- 
re Hs che misura l'altezza del triangolo CHs . o del paralle- 
logrammo CQNH , e moltiplicando quest" altezza per la base 
CQ ~ * , il prodotto xy sen p, sarà I’ aja di questo paral- 
lelogrammo , e I’ equazione precedente diventerà 

a*+&’ 

aja CQNH = sen 9. 

4 

La situazione del punto x , y sulla iperbola potendo essere 
arbitraria , se supponiamo che questo punto sia il vertice B t 
si avrà 

a’-j-i 1 

parallelogrammo CGBF = _ sen & 

4 

a*~^-b* 

Per mezzo di questo valore di _ sen 0 , 1’ equazione 

4 

(Pit) diventa 

xy sen0 ~ parallelogrammo CGBF ; 

la quale ci fa conoscere che il parallelogrammo formato dalle 
coordinale , è sempre eguale al parallelogrammo CGBF. H 
parallelogrammo ADBE che è il quadruplo di CGBF si 
chiama la potenza dell’ iperbola.» 

342. Quando l’ iperbola è equilatera , art. 226 , la taugen- 

b 

te dell’angolo LCB rappresentata da — si riduce all’unità 

a 

ed essa è quella dell’ angolo semiretto ; dunque l’angolo LCB' 
formalo dagli assintoti sarà allora retto , ed il parallelogram- 
mo CGBF diventa un quadrato. 

343 . Le rette che tagliano gli assintoti , offrono delle pro- 
prietà notabilissime che qui esamineremo. A tale oggetto chia- 
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filiamo x' ed y' le coordinale di un punto R preso sull’ assin- 
toio CL (Fig«76). Questo assintoto formando con l’asse delle. 


V 

ascisse un angolo la cui tangente è — art. 278 , avrà per 

a 

equazione art. 80 , 81. 


y = 


a 


X 


> 


dunque pel punto R , le cui coordinate sono/r*, y 1 , que- 
sta equazione sarà 

bx' 

a 

Tiriamo pel punto R una retta qualunque RR' , questa rei- 
tà passando pel punto x' , y' ha per equazionè , art. 89 , 
y — y' — A (a; — a J ) , e mettendo il valore di y' dato dall’equa- 
zione precedente , si avrà 

b 

y x' =: A (x— x'). 

a 

La distanza di questo punto x' , y' ad un altro punto x,j" 
preso sulla retta RR' , è in generale espressa , art. 106 , da 

* =; \J ( y _ _ X 1 )' .... (Q'v) (*), 

a 

ed i valori di x e di y dati in funzione di a e delle coordi- 

b 

nate x' e — x> del punto R saranno , art. 119 , 
a 

x A x b 

X ~ — — — — + x 1 , y = — -j x» . . . (R'r). 

Vi-j-A» Vi+À? a 


(*) Questa equazione è perfettamente inutile , non avendo 
nessun' uso in quanto segue. 

( Il Traduttore ) 


/ 
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L’ origine di queste coordinate , che sono contate sulf assi» 
primario , essendo al centro , ne segue che se il punto * , y- 
è preso sulla iperbola , esisterà tra di esse la relazione 
x' — a*y* == a^'b’. Sostituendo i valori di ar e di^ 1 in que» 
sta equazione , essa determinerà la distanza x del punto x 1 , y* 1 
preso sull’ assintoio al punto x , y in cui la retta RR' incon- 
tra la curva. Effettuando questi calcoli ed ordinando per rap- 
porto a i , troveremo 

(i>— a* A*) -xbx'{b—ak) 

x* 4" — '~i = o* b* ; 

« + A * Vi 4 - a* 

moltiplicando pel coefficiente rovesciato di x* , ed osservanti», 
che il numeratore di questo coefficiente si riduce a .... . 

(i + aA)(6 — «A), e riducendo , si otterrà 

a b x'Vi4-A r o J A»(i-fA*) 

** -j — — — a — -i = o. . , , . (Sit). 

b 4" Aa b' — a*A* 

Questa equazione essendo del secondo grado , dà per le due. 
radici di z , le distanze RM ed RM 1 dal punto R alla curva» 
Se chiamiamo *' e z" queste distanze , la loro somma presa, 
col segno contrario, sarà eguale al coefficiente del secondo ter- 
mine , e si avrà 

a bx'\ ì-l* A* 

a'4-x't == v 

b 4" ° A 

Da un’ altra parte , 1’ assintoto CL' fa con 1’ asse delle ascila 

b 

se un angolo la cui tangente trigonometrica è — — , e 

a 

b 

perciò k sua equazione sarà y — — — Se si vogliono, 

a 

le coordinate del punto in cui questo astiatolo, viene incon- 
trato dalla retta RR' , bisognerà sostituire le coordinate (Riv). 
di questa retta nell’ equazione 

b 

/ = —•—*» 

a 
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• <5 avrà l’ equazione 

A x b bt b 


189 


V‘+A 

dalla quale si ricava 


a 


®Vi+ A> 


x> j 

a 


a&r'V 
Aa-f b 

Tale sarà 1’ espressione della distanza RR' (Fig.76; compre! 
sa dal punto x' , y> al punto R' in cui la retta RR' incontra 
, ® e ° on ^o a asintoto. Questa espressione essendo la stessa di quel* 
Ja che abbiamo trovato per i> -f 1" , si' concluderà che 


ossia 


« riducendo 


RR' = RM + RM' ; 

RM' -f M'R'= RM -fRM'. 


M'R' = RM. 

Dal che si recava che , quando una retta taglia i due «s- 
suiioti , le parti di questa retta comprese tra ciascun rama 
sulla curva ed il suo assmtoto sono eguali. 

344. Se la linea RR' è tirata in modo che la corda MM' 
ai riduca ad un punto , questa retta diventerà tangente alla 

* sconcluderà , da quanto precede , che il punto di 

tra n ^ras e ,.n a tou “ eta ^ ^ dÌ 

345. Se si prendono per assintoti di una iperbola che passa 
pel punto M due rette CL , CL' (Fig. 77 ) che facciano tra 

*?. an 8 0, ° qualunque , e si vogliono determinare gli altri 
f ‘questa iperbola , si tireranno per questo punto le ret- 

“ ’ . CC ; e P rendendo sm = Mr , iW=Mi' , 
", — Mr' , ec. si determineranno i punti m , m’ m" , ec. 

processi 311110 * erV,re 8 delernliuare degli altri con lo stesso 

346. L ultimo termine — de jp «. quazÌ0De (S.v) 

b 1 — o* A* 

dal nunio P™^ 0 ** 0 de ^ e r ®dici s' e *" che esprimono le distanze 
j ^ * * curva » e siccome questo grado è tndipen- 

* j ne srgue che se per un'altro punto , y" ^ 
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f reso sull’assititoto GL , (Fig.^6) si liti una reità die forma èott 
asse delle ascisse un angolo la cui tangeute sia A , il prodotto 
delle distanze del punto x" , y'' 'alla curva sarà pure lo stes- 
so ; per conseguenza in tutte le parallele alla linea RR' le 
parti RM , ed RM' , ovvero , arti 343 , R'M' , ed RIVI' for* 
matto lo stesso prodotto. 

» 

Della trasformazione delle coordinate 
della parabola- 

347 . Se nell'equazione della parabola y* fax , art. 243 ) 
sostituiamo i valori di x e di y , ricavati dalle forinole 
otterremo 

stnp , x h -j-7.sen p sene/ xly'-^-sen q'y' 1 — ic cos px ' — 4 C cos W 1 — o. ...(Tiv ). 

Non è possibile di far svanire alcun termine in questa equa- 
zione , se non supponendo uno degli angoli p • q nullo o ret- 
to , poiché allora il seno , ovvero il coseno diventando zero t 
fa svanire il termine in cui esso entra. 

Gli angoli p e q non possono supporsi entrambi nulli nel 
tempo stesso , poiché in questo caso l’ ordinata non farebbe 
più angolo alcuno con l’asse delle ascisse, e non determino'* 
rebbe che de' punti situati in una stessa direzione , il che im- 
pedirebbe di poter costruire la curva. Quindi non può disporsi 
di questi angoli p e q che supponendo uno di questi angoli 
nullo o retto } onde facendo p — o , si trova 

sen q* y 1 * — 4 c x 1 — ■ 4 e cos qy’— o , 
e facendo pxxun angolo retto , si trova 

x u -f- 2 sen q x' y' -\- sen q* y' x — ^ c cos qy 1 0. 

Non si può in queste equazioni far svanire alcun altro 
termine , e perciò esse sono più complicate dell’ equazione 
y % = ijcx , che esiste tra le coordinate rettaugolari. 

L’equazione (Tiv) essendo simmetrica per rapporto a p ed 
a q , quello che diciamo di p si applica ancora a q. 

348. Esaminiamo ora se cangiando di luogo l’ origiue perver- 
remo ad una equazione più semplice tra le coordinate ob- 
blique. A tale oggetto, sostituiamo nell' equazione y x = ^cx y 
i valori di x e di y dati dalle formole (Noi) , troveremo 

sen p'x'^asen p sen q'x'y'-{-Senq*y' 7 -\-2b sen pi x'-^ibsen q\y'-^- 

— fa cos p| — 4 c cos d — 4 a<s 

= 0 (V*v). 
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Si presentano qui due coefficienti suscettibili di ainmettere per 
f> e per q altri valori diversi dell’angolo retto 'o da zero; ma 
questi due coefficienti , che sono quelli di x' e di y> non pos- 
sono essere zero nel tempo stesso , poiché si avrebbe p ~ q , e 
sai ebbe impossibile di costruire la curva , poiché 1’ ordinata 
non farebbe più angolo alcuno con l’asse delle ascisse. 

Eguaglieremo dunque a zero un solo di questi coefficienti, 
quello di y , per esempio, scrivendo l’equazione di condi- 
zione jb sen q — 4 c cos <J — oc L’ angolo p restando arbitra- 
no noi lo metteremo equale a zero ; questa ipotesi dà se/i/»=o, 
e cosp = l,e l’equazione (U'v j si riduce a 

scnq’/' — 4 c *'-{-/)’ i (Viv) 

— 4acl 

E siccome le costanti o e b che fissano il posto dell’origi- 
ne sono arbitrarie, noi potremo supporre che l'origine sia so- 
pra un punto della parabola. Le coordinate a e l dell’origi- 
ne dovranno dunque soddisfare all’ equazione y> = Lcx ■ e per 
conseguenza vi farà tra di esse la relazione A* — 4ac — o e 
1 equazione (Viv ) si riduce allora a 

sertq’/’— • 4c*'= o- 

e dara 


4 c 

y u ~ — r *’ ( w,r )> 

sen q a 

equazione che è della stessa forma di quella della parabola. 

34 g. Se si fosse uguagliato a zero il coefficiente di x’ , ed 
operaio in un modo analogo al precedente , si sarebbe trova- 
ta una equazione della stessa forma , nella quale x> sarebbe 
1 ordinata ed y 1 1’ ascissa. 


35 o. Determiniamo ora il valore della costante 


4 c 

iq' 


-. L’e- 

• ». . seri d % 

minzione di condizione 1 l sen q — ^ c cos qs= 0 ovvero 
b sen q == a c cos q elevata a quadrato , dà 

b' sen q » = 4c* cos q ' 

e mettendo in luogo di cos q' il suo valore 1 — sen q' si ha 

, i, , . . 1,1 sen 9' = 4^’ — sen q * 

dalla quale si ricava 

4c« 

sen q' — 


b '+& 
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e poichfe b' zzz fac 

4 c* 

tirk ten q' — — * 

4ac-j-4 c * 

E dividendo i due termini della frazione per 4<? , verri 

c 

ten q' = • 

o+c 

Sostituendo questo valore nell'equazione (Wiv ) , si trova 
4c 

f*t=z ** 

e 

a -\-c 

ovvero y 1 ’ = 4 ( a -j- c )*' 

35 1 . Quest’ ultima equazione si rapporta ad Un asse al qodld 
Si è dato il nome di diametro , poiché esistono per ogni ascissd 
due ordinate eguali e di segni contrarii. 

Il diametro è parallelo all’asse primitivo, poiché l’angolo 
p eh’ esso forma con 1’ asse AX (Fig. 68 )è nullo. La relazione 
b % — 4 ac , che ha luogo tra le coordinate della nuova origine; 
assoggetta solamente questa origine ad essere sulla curva : per 
conseguenza Ogni retta indefinita A'X' che taglia la curva pa- 
rallelamente all’ asse AX è un diametro. 

35a. Il punto A' , in cui il diametro incontra la curvi 
porta il nome di vertice del diametro. 

353. Essendo a 1’ ascissa del vertice del diametro , ne ri- 
sulta , arti ^44 > a -|- c è 1 ’ espressione del raggio vettore, che 
passa pel vertice dei diametro. La costante 4(a-{-c), che 
serve ai coefficiente ad x nell’equazione al diametro , vale 
dunque quattro volte il raggio vettore che pas»a pel vertice 
del diametro. Questa costante porla il nomè di parametro del 
diametro (*); * 


(*) Nell' art. 2.46 si disse che il parametro dell asse è là 
doppia ordinata eh e passa 'pel fuoco. Questa definizione potrà 
generalizzarsi con dire che il parametro di ogni diametro delia 
parabola è la doppia ordinata di esso diametro che pasta pel 
fuoco. In fatti nella parabola AMR ( Fig.D , tav. 7 ) siasi tirata 
pel fuoco F ia corda RFQ , che sia doppia ordinata del 
diametro MQf e perciò parallela alla tangente tirata pel ver- 
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*RAsFORMlzlO»E DILLE COORDIHÀTE DELXA PARABOLA Ig3 

354. Egli è evidente che 4(«-4“c) si riduce a 4 c quando 
ù~o j cioè a dire quando il diametro è l’asse principale 
della parabola , e ciò è conforme a quello che abbiamo detto 
parlando deli' asse. 


355. L’equazione seri q* sz 


il 

o-j-c 


dà sen q — 



pel valore del seno dell’ angolo che formano le nuove ordi- 
nate sul diametro. Queste ordinate saranno obblique , poiché 
bisognerebbe che a fosse nulla affinchè il valore di sen q si ri- 
ducesse all’ unità; In questo caso , il diametro A'X' si confon- 
derà con 1’ asse AX. 

In fine , egli è visibile dall’ equazione precedente che a mi- 
sura che a aumenta, più l’angolo q diminuisce. 

356. Il valore di y‘ essendo determinato da quello di x* me. 

diante l'equazione dalla quale si ricava y 1 — /jcx 1 

ne risulta che per ogni ascissa *' 1’ ordinata ha due valori 
eguali e di segni contrarii , i quali diventano entrambi nulli 
quando =s o , il che dimostra che 1’ ordinata è una paral- 
lela tirata alla tangente che passa pel vertice del diametro. 

357 . Finalmente, l’equazione al parametro dimostra che Ì 
quadrati delle ordinate sono tra loro come le ascisse corrispon- 
denti (*). 


lice M di esso diametro. Sarà MQ~ F T~A F-\- A T — 
ma , per l' equazione della curva-, si ha QR 7 ~ 4 ( a -}-c).M(>, 
mettendo quindi in vece di MQ il suo valore n-f-c , si avrà 
9 ^\— 4 (fl-f-c} 1 , e perciò sarà QR= i(a-f c) , e quindi sarà 
l'intiera corda RP eguale à ma 4 ( a -f- c ) è 

U parametro del diametro M Q , dunque è véro che. la doppia 
ordinata che passa pel fuoco è eguale al parametro det 
diametro corrispondente all' ordinala. ( Il Traduttore ). 

(*) NelC articolo 287 . C autore ha dimostrato che V aja di 

2 

Una pontone di parabola è — del rettangolo Circoscritto ; mà 

3 » 

questo teorema 4 stato dall' autore dimostrato pel solo caso del- 
le coordinate retiangolari. K sorprende in vero che tutti gli 
autori di geometrie analitiche ( almeno per quanto sappiti ■) 
li steno limitati a questo solo caso particolare , nel mentri 
Bóucharlat ,3 


1 
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Delle equazioni polari. 

358 . Fino adesso abbiamo determinato la posizione di 
ciascun punto di una curva mediante due coordinate variabili 
x ed y , di un angolo costante eh’ esse formano. 

Supponiamo ora che una delle coordinate sia costante e che 
1’ angolo varia , avremo in tal modo un nuovo processo per 
costruire la curva. In latti se l’ascissa è costante , e la 


poi che in tutti i trattati sintetici delle curve coniche si tro- 
va dimostralo questo teorema generalmente , tanto pel caso 
delle coordinate obblique , quanto per le coordinate rettan- 
golari. Quindi credo di far cosa grata a.' giovani di qui sog- 
giungere una dimostrazione di questo teorema pel caso in 
cui lo spatio parabolico si rapporti alle coordinate obblique j 
a quale oggetto soggiungo il seguente teorema. 

TEOREMA 

Lo spazio parabolico DCB, (Tav.7, Fig.E) rapportalo alle 

3 

coordinate obblique DB , DC è — del parallelogrammo circo* 
scritto DCEB. 3 

Dimostrazione. 

Sia AB f asse della parabola , x ed y le coordinate rettan- 
golari del punto C ; x 1 , y 1 quelle del punto B\ u , z le coor- 
dinate obblique D B , DC del medesimo punto C , e sia in 
fine <p l' angolo CDR delle stesse coordinate. Sarà , ari. 28 j . 

a * 

— * y lo spazio parabolico CAP ; — x 1 y 1 lo spazio BAQ } 
3 3 

(x — x'J y 1 il rettangolo B QPR 5 e sarà 

l [ (x— *')— u ) ] (y-yO* ossia 5 ( x — x 'Xr — y') — I “ (j—yO 

il triangolo CDR. Quindi essendo 

Spazio CBD = CAP — BAQ — BQPR — CDR , 
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prendiamo eguale alla distanza del vertice al fuoco ì iti tal 
caso quando faremo variare (Fig.78) 1 ’ angolo <p ~ MFB , 
l’ordinata FM diventerà successivamente FM', FM", FM'", ec. 
e determinerà i punti M' , M" , M' 1 ' , ec. della curva. Si è 
dato a questa ordinata variabile il nome di raggio vettore. 


Sostituendo in ciascun termine del secondo membro il cor- 
rispondente valore , si avrà 

Spazio CBD—\xy — jx'y' — (x—x»)(y— y'j— J(x— x')(y_/) 

+ 1 u (y— y')‘ 

Sviluppando , c riducendo verrà 


xy — 3xy'4- 3x'y — x'y' 

s P ».io CSD= i +i K y-r). 

6 

Ora mettendo nel secondo membro di questa equa rione in 

y’ y'* 

in luogo di x e di x> i loro valori — , ed — , ricavati del* 

P p 

t’ equazione della curva , je riducendo , si ottiene 

(j—y'y 

Spazio CBD ss — — -f- 1 u (y—y 1 ). 

6p 

Ma essendo y—y'rsC/l ss CD *en $ ss * sen <p , sosti tuen* 
do perciò questo valore , Verrà 

» ì sen 

-Spazio CBD za — -f |az leu # ( 1 ). 

6p 

Di più essendo la soltangente TQ doppia' dell' ascissa X 1 } 
K avrà perciò nel triangola rettangolo BQT , 


xx' : y* : ; 1 *. un p : i t ; 

y' sen 1 


COS 0 


y 1 i sen p* 


dulia quale si ricava - = , e quindi ■ 


ax' cos p 


4*'.* «o* 0 * 
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Se dunque una equazione stabilisce una relazione tra questo 
raggio vettore e 1’ angolo 9 , e si faccia variare successi* 
vameute quest' angolo 9 , si potranno determinare i valori cor- 
rispondenti del raggio vettore. 

35 g. Per trovare questa equazione quando la curva è una 
ellisse , cerchiamo in primo la relazione che esiste tra il rag- 
gio rettore FM (Fig.66) e le coordinate x ed y. 

Sia FM =3 a , si ha evidentemente 

FM» = PM» + (CP + CF)» , 
ossia z» == y* (* c)». 

Mettendo in questa equazione il valore di y* ricavato dal- 
1' equazione dell* ellisse rapportala al centro , si ha 

b' 

a* = — ( a» •— #* ) - J- (ar c V. 
o» 


mettendo in luogo di y ; * il suo valore px ; , ricavato dalTequa - 

px' sen $>» 

sione della ciirva , si ottiene — = . , dalla quale si 

4*'* cos 9* , 

p COS (p * 

ricava 4 *' = — : . Ma , chiamando p' il parametro del 

sen 9» 

diametro BR , si avrà , per la natura , della curva art. 353 , 
p'=p-H*' > e mettendo in luogo di 4*' il suo valore trovalo , 

p cos 9» p 

sarà p ' —p -f- = — , e quindi si ricava 

sen <p* sen 9» 

p = p' sen 9'- (a). 

■ Sostituendo ora nella formolo (1) il luogo di p questo va- 
lore così determinalo , e riducendo , verrà 

z J sen 9 

Spazio CB D =2 -|- 1 u z sen 9. 

6 p» 

Ma , per la natura della parabola , si ha tra le coordinate 

z* 

0 Iblique u , e z V equazione a» =2 p'u , dunque sarà p'=s — - , 

a 
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A* = 4* ■ 


a* 


-4- ** -f- 2CX -f* <*» 


ed ordinando per rapporto ad x 

b 

r 
i 


* = ^ 1 ^ se* + " Xcx + c * "f* ** 




#* -f- acx + e* -f- i*. 


• perciò sostituendo questo valore , e riducendo si avrà 

a 

Spazio CBD ~ — u z sen a. 

3 

Ora, essendo z sen p ss CH, ezZ essendo az=BD , sari pereti* 
a 

Spazio C-8Z? = — 2?D X C/I , 

3 

a 

rio^ a dire cfce lo spailo parabolico CBD è — del parallelo - 

3 

grammo DBEC ad esso circoscritto , Qua/ parallelogrammo 
5 formato dalle eo ordinate obblique RD , DC del punto C. 

a 

Avendo trovato — > a z sen ^ per V espressione dello spazio 

3 

4 

CDB (Fig.F, tav. 7 ) , sarà il suo doppio — u z sen p quella 

3 

dello spazio intero segmento CBC' , dunque si avrà 

4 

segmento CBC' = — uzsenp. 

3 

Ha f>cr la natura della curva abbiamo z ’ ~ p'a , dalla 
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teoria delie curve del SECONDO CBAna 
Eliminando b * mediante 1’ equajione c’ = a’— • ì ' , art.s»5, 
#i trova 

c’ »’ 

ar * = — - -j- ac* -j- a’ 
a* 


‘O)" 


quale si ha x — Vp’ u , dunque sostituendo questa valore di « 
nella precedente equazione , si attiene 

4 

segmento CBC 1 — — usen p V p'u , 


Tìi più avendo dall' equa*ionc (a) di sopra si ricava « « , 

p 

pi __ } e sostituendo questa valore di p'- sotto al 

sen 9 ’ 

radicale , e riducendo , si avrà 

. 4 

segmento CBC 1 — — Vu p . 

3 

Similmente chiamando a* f ascisse EG di un' altro seg~ 
jnento parabolico ME M* , sarà 


segmento MEM' ss — n’ Vpu'. 

3 

Paragonando tra loro questi due segmenti parabolici , si 
Otlien e 

4 4 

segmento CBC : segmento MEM' : ; — u Yi>“ ; — u'Ypu* 


e dividendo i due ultimi termini per — Vp , *> ha 

• 3 

segmento CBC ' ; segmento./1/.Zfilf’: : u yiT: u'V u * : : Vu* : V uM ' 

Z)at cfte se^ue cfte i segmenti parabolici sono tra loro 
Come le radici quadrate de’ cubi delle corrispondenti ascissa. 
Quindi se le ascisse n , ed u' sono eguali , in tal caso, sarà 

segmento CBC 1 =z segmento MEM'. 

Cioè a dire che se le ascisse corrispondenti alle corde di due 
segmenti parabolici sono eguali , saranno i medesimi segmenti 
ancora eguali tra loto, (Il Traduttore) 
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Ora , per ipotesi , la linea FM che rappresenta i è suppo- 
sta positiva ; dunque non prenderemo che il segno superiore , 
ed avremo solamente 

ex 

* = *+-('). 
a 

E facile adesso di esprimere il valore di z in funzione del- 
1* angolo 0 = MFP. 

Infatti , sia x' 1’ ascissa FP presa dal fuoco , si ha eviden- 
temente x=zx' — c. 

Sostituendo questo valore , viene - 

x 1 — c o’ — c’ ex’ 

z zzi a -j- ■ - — c — — ■ ■ ■ ■ -J- — . 

a a a 

Ed essendo xf zxiz cos <p , questa equazione diventa 

a 1 — c’ c z cos p 
• a=t— - + 

a a 


(’) Se si volesse sapere ciò che significa il valore negativo ili z, 
esso indica che bisognerebbe portare il secondo valore di ? nel 
senso contrario , cioè da F in M (Fig-66). Poiché il secondo 
S ' ex 

valore di z essendo — a — — , questo sarà sempre negativo , qua- 
si 

lunque sia il segno di x , il raggio vettore z dev essere ne- 

cx 

gativo , poiché essendo a* maggiore di ex , sarà — minore 

a 

di a ; ora l' ascissa del punto M 1 è di un segno contrario a 
quello drW ascissa del punto M , dunque bisogna cangiare il 
segno di x nel secondo valore di z , e si avrà 

ex 

FM’ = — a + — . 

a 

(L’Autore) 
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dalla quale si ricava 

ai — « cof p = a’ ■ — v* > 

ed infine 


ovvero , art. ai 5. 



* •*— » 

a— c cos 9 

equazione polare tleìT ellisse rapportala al fuoco F , suppo- 
nendo che f angolo 9 — MFF 1 sia acuto. 

36 0. Se quest’ angolo diventasse ottuso , bisognerebbe allo*, 
ra cangiare il seguo al termine c cos 9. 

36 1 . Per trovare 1 ’ equazione polare dell’ iperbola , chia- 
mando sempre z il raggio vettore PM (Fig.67) , abbiamo 

s’ ss y % -f* ( c -f* #)*. 

Sostituendo in questa equazione il valore di y l ricavato dal-» 
V equazione dell’ iperbola al centro , avremo. 


a* = — ( ** — iì a 1 ) -f* ( c + * )* 

ss | » + — Ve’ + a ex -£’-{■* c\ 

. \ «* / 

Eliminando b* mediante l’ equazione c’ sia 1 4 1 , att.ado^ 
troveremo 

c* *» /-e V 

*» ss -f-acar-^a’ = | —■*■+’» V > 

a* \ a / 


dalla quale si ricava 


ex 

* ss f- a. 


Quantunque questa equazione si presenti sotto la stessa fi»-, 
ma di quella che abbiamo trovata per l’ellisse, pur tuttavia 
essa differisce da quella pel valore ebe si dà a c in queste due- 
equazioni. 
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Chiamiamo »' 1’ ascisse FP cornata dal fuoco , avremo 
x = x' — c. 

Sostituendo questo valore , otterremo 
ex 1 ( c' — a* ) 

a a 

ed essendo x' s= z cos q> , essa diventerà 


<P 


c* — a x 


a a 

dalla quale sarà facile di ricavare 




ovvero , art. a 3o , 


% 


C COS (p, — d 


b * 


c cos p — a 


n- 


equazione polare deltiperbola rapportata al fuoco F , supponen- 
do che r angolo p ~ MFF 1 sia acuto. 

3fia. Infine se si chiami z il raggio vettore FM della para- 


(*) Questa equazione potrebbe ancora dedursi da quella del- 
b» x 

f ellisse z = f , poiché essendo b’ positiva * nelV el- 

a — cos p 

\isse , e negativa nell ’ ipcrbola, ( art. a a g) mettendo perciò nel- 
( equazione polare dell'ellisse in luogo di b*j ■ b a > l equazio- 
ne che ne risulta z ~ — • — « » — i~- ss ’ iar “ ^ 

a . — c cos p c °° s p — a 

corrispondente equazione polare dell' iperbola ^ ^ ^ ttore) 
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, P 

boia (Fig.68) , osservando che AF ss — , art. 94* > si avrà 

4 


-(-t) 


* +jr*. 


Mettendo in luogo di y % il suo valore px , e riducendo ( 
si novera 

z* = *» + 2/>x-J- 

ovvero , essendo il secondo membro un perfetto quadrato 
dalla quale si ricava 

,P 

s ss x -f- — . 

4 

Chiamiamo x' l'ascissa FP contata dal fuoco , si avrà 

P 

X SS X 1 -f" y 

4 

e perciò il valore di z diventerà 

ZSSX* + — , 

a 

e mettendo m luogo di jc* il suo valore z coi 9 , e ricavando 
il valore di », si otterrà 

\P 

*= C) 

1 — cor 9 

equazione polare dalla parabola rapportata al fuoco F , sup- 
ponendo che f angolo 9 ss MFX sia acuto. 


(*) Essendo 1 — ss sen vers , sarà pereti» 

IP ■ 

s ss . 


seu yers 9 
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De casi particolari in cui V equazione generale 
delle curve del secondo ordine non può costruire 
nessuna delle tre curve. 


363. Quando l’equazione generale non si rapporta a nessu- 
na delle tre curve che abbiamo esaminate , essa allora non co- 
struisce che linee di un grado inferiore al secondo , o 
putiti , o in fine non ha nessuna significazione. Incominciamo 
dall’ esaminare il primo oaso. Quando b % — 4 ac — ° i e c ^ e 
bd ■— aae =: o , l’equazione generale (B'J , art. j 33, si riduce ad 

(iai-f-d) I 

y rz: — 1 • . (X ,v )• 

ia la s 

Per ogni valore *' di * , vi saranno due valori per y , che 
rappresenteremo con fi' e con , per un altro valore é' di x t 
l’equazione darà ancora due valori fi" e fi t/ per l’ordinata ,e 
così di seguito. 

Le ordinate fi* , fi", fi}" tee. costruiranno 1* line* retta , I* 

cui equazione è 

( l>x-\-d) r 

y ~ — + - yd“-4a/ (Y"). 

2 a ., 2 a 


Similmente si avrà per un altra punto z' , 



seri vers 


e perciò sarà 



sen vers ? 


I P 

sen vers q' 


ossia t : z 1 : : sen vers p' : sen vers 9 . 

Cioè nella parabola i raggi vettori sono tra loro in ragion 
reciproca de’ seniversi degli angoli eh' essi fanno con 1 ’ asse del- 
le ascisse. 

Questa teorema è di grande importanza nella teoria de * 
projetti in meccanica. 
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Similmente Je ordinale fi, , fi,, , fi,,, , ec. costruiranno un’altra 
linea reità , che aara il luogo dell' equazione 

x +<0 1 . — 

y = Yd’-4o/ (Z**).: 

aa aa 

Siccome il coefficiente di x in queste due equazioni è lo 
stesso , cosi le due linee rette lo r mera uno angoli eguali con, 
1’ asse delle ascisse , e per conseguenza saranno parallele. 

364- Se d' — /[af è anche nullo, l’equazione (X 1 * ) si ri-, 
duce ad 

b d 



ed il sistema delle due parallele date dall’ equazioni (Y |T ) e<J 
(Z’r ) si riduce ad una sola retta. 

365. In fine — 4 af può essere immaginario , allora i 

valori di y dati da}!' equazione (Y ,v ) e (Z'V ) restano irnina* 
ginarie in tutti i casi , e perciò non è più possibile che l’equa» 
zione possa costruire un sistema di punti. 

366. Quaudo ò’ — 4 ac non « nullo , 1’ equazione generale- 
può ancora rapportarsi a linee rette ; per dimostrarlo mettiamo 
T equazione (B ( ) , art. i33 , sotto la forma 

b *+ d *Jb^Tc * / , (bd-*ae) d'-lvxf " 

Y — — rt 2 A J a?*-}-» ■ -g-j- 1 

aa no V b ' — 4 ac b 1 — 4 «c 


Se la parte che sta sotto al radicale è un perfetto 
lo , si avrù (*). 


( 



d' — 4 “f 

4* — 4 oc 


> 


quadra» 


{*) Affinché un trinomio , ordinalo per rapporto ad a > , sia 
un perfetto quadrala è necessario che il quadrato della metà det 
coefficiente del secondo termine sia eguale al prodotto dell ultimo, 
termine moltiplicato pel coefficiente del primo. In fatti sia il tri- 
nomio Px' -f- Qx -j- R ordinalo per rapporto ad x , affinché 
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CASI PAJ-ricoLAm bill’ equazione ceneaale ao5 
dalla quale si ricava 

(bd — 2 ae) 1 T= (&’— 4 oc) (d* — { nf). . . . (Av). 

Quando questa equazione è ver tifica ta , allora il valore di 
y si riduce 


y=~« 


( bx + d) Vi>_ 4 r 


( bd— 

' + 1C 


20 ia 

ed ordinando per rapporto ad x , si ha 

bd — 2 ae 


bd — 2 ae 
4 ac 


y — — f ( — b Vi 3 — 4 <jc) x - 

20 V 


Vi 3 — 4 a 



a/o un perfetto quadrato deve avere una radice di questa 
Jormrt pi -|- q , e perciò dovrà essere 

V Px 3 + <?*+A = px + q , ossia 
Px •+■ Qx + Rsz p*x’ -f- apqx -J- q*. 

Paragonando tra loro i coefficienti delle medesime potenze 
di x , si avrà 


P * — P, apq=<?, q'= ri- 
dalla prima delle quali si ricava p r=: yp - , e mettendo que- 
sto valore nella seconda equazione , e ricavando in seguito 
il valore di q , si ottiene , 

q' 

q= — . 

a yv 


e posto questo valore nell' ultima equazione si ottiene 

Q> 

-R, 

4P .v * 


dalla quale si ricava i r.w» n 
• V* t. , ^ 

- / <? 
— — R P j ossia 

4 


(!)— 


cioè il quadrato della ■ metà del coefficiente del secondo 
termine è eguale al prodotto dell' ultimo termine moltiplicato nel 
coefficiente del primo. (Il Tradotto, e) 
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36^ Quando l’equazione (Av) è verificata , e A* — « jat? 
è positivo , il radicale è reale ; allora è facile di provare 
come nell’ articolo 363 , che 1’ equazione (Cv) appartiene ad 
un sistema di due rette che non sono parallele , poiché il va* 
lore del coefficiente di x dato con prendere il segno superiore 
del radicale è differente da quello che si ottiene prendendo il 
segno inferiore. 

368. Quando l’equazione (Av) è verificata , e b 1 — /f ac 
è negativo ; l’ equazione (Bv) contenendo allora un termi* 
ne immaginario non potrà dare un valore y^de per y , 

(W— aoe) 

se non quando si fa * ed in questo ca* 

b l —jac 

b ( bd — a ae ) d 

so l’ equazione (Bv) da y = — *. • — — . 

ia b x — -4 ac sa 

Questi due valori di x e di y dimostrano che l’ellisse si ri* 
duce allora ad un punto. 

369 . L’equazione (Bv) non ha Dessuna significazione quan- 
do y resta immaginario , qualunque sia d'altronde il valore 
che li dia ad x. Esaminiamo le condizioni di questo caso , e 
rappresentiamo con Par» -j* Q* -f- R , il polinomio che sta 
sotto al radicale dell’equazione* (B*) , pag. 69 , questa equa- 
zione essendo posta sotto questa forma 

y— (J>x + d)±.\ \ ( z**j ^ (Dv), 

2 a \ P P / 

è chiaro che se per ogni valore di x 1 ’ espressione 

Q R 

x* -L> — x -4- — • 

P P 

è positiva , e nel tempo stesso P sia negativo , il poli- 
nomio Par* -f* Qx -|- A essendo allora il prodotto di due < fat- 
tori di differenti segni , sarìt negativo e darà per y uà fiiort 
immaginario. Esaminiamo in qual caso il polinomi» 


Q* E 
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può essere Sempre posil.vo qualunque sia *. A tale ocee.m 
aggiungiamo a questo polinomio la quantità 68 

Q* o» 


avremo in tal caso 
Q® 


4P* 41*’ 




+ 


f + ,v) + 7~i P -r 


Ora essendo ogni quadrato sempre positivo , il secondo mem- 
bro di questa equazione resterà sempre positivo se — — 

do R, r p«v, rr t °- Q J leata condizione 8ara verificata qtan- 
°° n e F essendo del medesimo segno , si avrà H . 

R Q> 

P > 4P* * 

ovvero , moltiplicando per 4 P’ j 

4PR>Q*. 

segno s, n r,^noTqtJ a 7^d V 'nativi fduTque'T 

3 7 o. Nel caso in cui si a vrebbe !L negativo è fa- 

P 4 P* 

Cile vedere chcj. poirebbe avere deVelori re.li , di farri rsccre- 

r.'T”?™'* <!"■"'!* "«*•!». con - i| ' p 'ZZL 

rx ts!* + 8 si riduce in questo caso a 

* P ((' + ir)-“) 

Se P è positivo quésta espressione sarà positiva quando * 


diventa grande in modo, che 




sorpassi , e se 
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Q 

P è negativo dando ad x ufi valore vicinissimo a — — — , 
si renderà il secondo fattore aP 

(* + 7r)~*‘ 

negativo come il primo 5 dunque in questo caso il polinomio 
sarà ancora positivo. 

371 . Se in luogo di P , di Q e di R sì mettono i loro va* 
lori , le tre condizioni di P ed R negativi , 4 PR Q* » 
necessarie affinché y sia sempre immaginario diventano 

b 3 — 4 ac — numero negativo. 
d 3 — 4 a f — numero negativo. 

* 4 {b 3 — 4 tic ) (d 3 -+ 4 a/) > [ 2 ( bd — 2 oe ) ]*. 

Quest' ultima condizione si riducé a 

V {b 3 — 4 ac ) (^ 2 — a f) ^ bd — 2 ae. 

Quando queste tre condizioni sono verificate , allora l'equa* 
*ioue della curva non ha nessuna significazione (*). 


\ 1 

(’) Abbiamo fatto la dimostrazione nell' art. 36 7 con sup- 
porre che nessuna delle espressioni P , Q , R sia nulla. Esa- 
miniamo quello che accade quando è altrimenti. 

Supponiamo prima jP=s=o , la parte radicale V Qx-\-R , 
dell' equazione {D v ) non pub essere sempre immaginaria -, poi- 
ché dando un valore ad x dello stesso segno di Q j e tale che 
il termine Qx sorpassi 1' altro , t espressione Qx -j- R sarà 
necessariamente positiva ; per conseguenza il valore di y non 
resterà immaginario in tutti i casi. 

Se Q e P sono nulli , si cade nel caso degli art. 363 e 365. 
Se Q solamente è nullo , e P ed R si eno ne gativi , l'e- 
spressione radicale prenderà questa forma V — Px 3 — R > e sa- 
rà immaginaria per qualunque valore di x. Eon sarà peri) lo 
stesso , se , in questo caso , P ed R fossero di segni con- 
trarii ; poiché secondochè R sarebbe positivo 0 negativo 5 si 
potrebbe , dando un valore convenevole ad x , rendere Px' 1 co- 
sì piccolo , o cosi grande da. fare che V espressione che sta 
eolio al segno radicale sia positiva. 
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CASI {‘ARTICOLARI DELL* EQUAZIONE GENERALE aog 

3 ^a. Dòvremmo qul terminare Tesarne de’ casi in cui l’equa- 
zione generale non si rapporta a nessuna delie tre curve, poi* 
cìiè il cerchio di cui ci resta a parlare è una ellisse nella qua- 
le 1’ asse maggiore ed il minore sono eguali ; ma a causa del- 
la sua importanza assegneremo U carattere al quale potrà es* 
sere riconosciuto. 

Sviluppando l’equazione generale del Cerchio, art. 107 j 
si trova 

y' -j- x' — 2ctx' — a/3y -f- «’ + 0 1 — P — o. 

Paragonando questa equazione con l’eq unzione (A 1 ) pag. 6y 
divisa pel coefficiente di y' , si vede eh e 1’ equazione generale 
si ridurrà alla forma di quella del cerchio , se si ha 
e 

b~ o e — — l ì ovvero erra. 
a 

La Condizione di b o fa vedere che il diametro paralle- 
lo all’ asse delle ascisse avrà la proprietà di dividere tulle le 
corde che sono ad esso perpendicolari in due parti eguali , ciò 
eh’ è appunto la proprietà comuUe di tutti i diametri del cerchio. 

La condizioue di r» = c dimostra che dopo di aver fatto sva* 
nire i termini affetti dalle prime potenze di x e di y , l’equa* 
zione , ridotta alla forma ay' -f- ex' -J~ E = o , darà lo stes* 
so valore tanto per l’asse maggiore che per l’asse minore. 

.. t . 


Se R e Q sono nulli e P sia negativo , V equazione , 
Hon potrà costruire che un "punto le cui coordinate saranno 
d 

X ~o , y = — * — . Se la parte radicale si riduce a V 
2 a 

essa rarà reale quando si daranno ad x valori dello stesso 
segno di Qt, in fine potrà essere R il solo termine nullo ; in questo 

caso , scrìvendo la parte radicale in questo modo^/\(P\-\-Q) 
e dando ad x un valore dello stesso segno di Q , il prodotto 
Q per x sarà positivo ; e se il prodotto di Px per x è negativo * 
si potrà sempre prendere per x una quantità tanto piccola che 
quest 1 ultimo prodotto sia minore dell' altro , e si otterrà un 
valore reale per la parte radicale . 

Si vede che queste condi sioni sono te Stesse , die Quelle chà 
hanno luogo quando nessun coefficiente si supponga nullo. 

(L’ Autore "Ji 

R ouch urlai ) 4 
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Da’ putiti dati sopra un piano , e che possono esse- 
re situati sopra una curva di secondo ordine . 

373. Conoscendo le coordinale et, fi » »' , fi' ; a' 7 , fi" } 
a" 1 , fi" 1 i * lv , /3 ,T , di cintjue punii dati sopra un piano , 
può avvenire che una curva del secondo ordine passi per que- 
sti punii. 

Per trovare 1’ equazione di questa curva , metteremo suc- 
cessivamente le coordinate de’punli dati , nell’equazione generale. 

jr J -f- A xy Bx 3 Cy -j- Bx -j- E = o. . . . (Ev), 

ed oiteremo cinque equazioni onde determinare i valori delle 
costanti A , B , C , 1) , E in (unzione delle coordinale defun- 
ti dati. Se, dopo aver sostituito questi valori nell'equazio- 
ne (Ev) , la trasformata è tale che i suoi coefficienti verificano 
Je condizioni necessarie affinché essa sia 1’ equazione di una 
delle curve del secondo ordine , questa curva dovrà necessa- 
riamente passare per i punti dati ; ma è possibile ancora che 
si abbia l’equazione della linea retta, e del sistema di due 
rette , sccondochè le condizioni che abbiamo esaminate per 
questi casi saranno verificate da’coefficieuli della nuova equazione 

■In fine , questi coeflicienti possono verificare 1’ equazione di 
assurdità dell’ art. 36q , ed allora non vi sarà nessuna linea 
compresa nell’ equazione generale del sccoudo grado che possa 
passare per i punti dati.» 

374. Quando si assoggetta utif^ciirva del secondo ordine a soddi- 
sfare a certe condizioni , allora basta un minor numero di punti 
per determinarla ; è così che assegnando la natura della curva 
c la direzione de’ suoi assi , 1’ equazione ò 3 x 3 -f- a’y' m n 3 Z> 3 , 
non- esige che la conoscenza delle coordinate di due punti af- 
finchè possano determinarsi le costanti «’ e b' dell’ ellisse ch’es- 
sa rappresenta. 

Discussione delle equazioni del secondo grado 
applicala agli esempj. 

Quando vien proposto di discutere una equazione t 
cioè a dire , di analizzare la curva eh’ essa può far nascere 1 
bisogna , m generale, cominciare dall’ esaminare la natura del- 
le quantità b‘ — !\ac , bit — lae , d' — !\af. 

3~6 Nel caso in cui b’ 1 — 4 a,: è negativo , se le espressioni 
Zi 1 — fine ? bd — 3ae > ^ — 4 n f verificano 1' equazione (Av) , l"c- 
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Disctssibwt DÉLLfe EQUAZIONI 21 1 

hilàiione data si riduce allora ad un punto isolato ^ art. 368. 
Se Je condizioni dell' art. 3ji sono verificate , 1’ equazione Ja- 
ta non ha nessuna significazione ; ed infine se l’ equazione 
b' — ^ac~ numero negativo è solamente Verificata , la curva è 
UDa ellisse -, e questa ellisse si riduce al cerchio , se si ha a=c, 
e b— o , art. 372 . 

* in- Nel caso in cui b ’ — 4 a c ^ positivo se le espressioni 
l' — 4 ac 1 ^ — 2ae -i d* — 4 a J i verificano 1 ’ equazione (Av) ; 
la curva si riduce ad un sistema di due linee rette che noti 
Sono parallele , art. 367 ; se 1’ equazione (Av) non è Soddisfatta $ 
la curva è una iperbola. 

378 . Nel caso iti cui b* — Jf nc — °i se bd — 2 or. non è nullo , 
la curva è una parabola. Ma se si ha b 5 — -4 n«=:o, bd~— 3oe=o^ 
bisogna esaminare ciò che diventa d * — 4 a f , poiché essendo 
queste due espressioni nulle , se d' — 4 a f — furierò positivo $ 
la curva si riduce al sistema di due rette parallele , art. 363 ^ 
Se d' — 4 af~numerx> negativo 1* equazione non ha nessuna signU 
frazione , art: 365 , e se <£»— ~4®f — o , elle è una linea ret- 
ta art. 364. 

379. Proponiamoci , pei- primo esempio * di discutere l’e- 
quazione; 

jr* — 6xy -J- gx* — y y io “ 0 : 

Verificandosi la condizione i 1 — jac =z o , osservo j art. 378 ? 
qual’ è il valore di bd — 2 aè , e siccome questa espressione nod 
è nulla , conchiudo perciò che la curva è una parabola. 

Metto 1’ equazione proposta , vedete l’art. tg5 , sotto la se- 
guente forma 

(y — $ óc)' \ io~o. 

Sostituendo in questa i valori di * e di y , dati dalle fora 
inole (CP) , ovvero (M't) , trovo 

[ y' ( cosp 3 sen p ) -f- &' ( sèn p — ‘ 3 cos p) ]* 

— sen p\ io — y 1 cos p y 10 = 0 : 

Si è veduto ^ art. tg5 j cfié $ se 1 termini racchiusi tra tè, 
parentesi sotto elevati a quadrato , non si potrà far svanire it 
termino xy , se non eguagliando a zero il coefficiente di y‘ 
t> quello di x’. Eguagliando dunqiie a zero quest’ultimo coef-, 
fidente , avrò l’equazione di condizione senp — -3 cós pezzo , da 

t 3 

cui ricavo tan p = 3, sec pzs yto* còtpzxz ^ sen p — — — 

y.o yto 
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312 TEORIA DH L* CURVE DEL SECONDO ORDINE 

Sostituendo questi valori nell’ equazione 

y 1 ' ( cos p -f- 3 sen p )’ — x 1 sen p yio — y* cos p y 10=0 , 
alla quale si riduce la trasformata , avrò 

3 i 

io y' 7 — 3#* — y'—o , ossia y' 1 — — x* y' — o. 

io io 

Si rapporterò in seguito 1’ origine al vertice , con far sva- 
nire il termine in y' (*). 

38o. Prendiamo per secondo esempio 1’ equazione 

iy* — 4 *y 4* ^ #* — 4y — °- 

Questa equazione paragonata all’ equazione ’(A') dò 

b 7 — 4 ac — — 8 , bd — atte — (6 , d‘ — 4 a f — 1 8 , 

1' espressione b 7 — 4 ac essendo negativa , esamineremo se l'equa- 
zione (Av) , o se tutte le condizioni dell’ art. 3}i sono veri- 
ficale , e siccome esse non lo sono , concludo perciò che la 
curva è una ellisse , che non si riduce al cerchio , art. 3^6. 

Sostituendo io questa equazione i valori x=x'-(- e, ye=y , -|-/3, 
ed eguagliando a zero i coefficienti di x 1 e di y' , si troverà 
k= 2 , p — 3. Togliendo gli accenti, e sostituendo que- 
sti valori , la trasformata si riduce a 

j ay* • — 4ay -j- 3x‘ — 6 = o : 

mettendo in questa equazione i valori di x e di y , dati dal- 
le forinole (O') , ed eguagliando a zero il coefficiente di a J y\ 
si ottiene 

sen p cos p = a ( sen p 7 cos p 7 ) , 
la relazione cos p 7 — i — ■ sen p 7 riduce questa equazione' a 

sen p V i — sen p 7 — 4 sen p 7 — 2. 

Elevando a quadrato e sviluppando, si trova uua equazione del 

i 

quarto grado derivativa dal secondo, e dà sen p 7 — | :tr_ , 

2 V*7 


(*) È facile conoscere che nell ’ equazione, proposta y* — 6xy 
H~9 x ’ — y y > o = o , mancando il termine in x , e V ultimo 
termine , l' origine è sulla curva , e f asse dW/e ascisse è tan- 
gente di essa , ari. (Il Traduttore) 
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2l3 


ovvero sen p' — ’-t— | Non si prende che un solo 

V'T 

valore di sen p 1 , poieliè 1’ altro appartiene al secondo asse , 
in fatti , chiamando q quest.’ angolo formato dal secondo asse , 
si ha , art. 291 . 

1 

sen q' = cos p* = 1 *— seti p' — 3 — — ; 

* Vn 

Risolvendo di nuovo Y equazione precedente si avrk 


sen p 


V 1+1 


\n 


adattando il segno superiore che ha luogo , quando il onoro 
asse cade al di sopra dell’antico, noi sostituiremo ne’ coeffi- 
cienti di x 1 e di y 1 i valori 


sen />’=!+! 


r 

1 


: — - ,cosp’ = i— | 


V i7 


, sen p cos p — ■ . 


V*7 

e la trasformata diventerà 

( h- ì \ T iW * + ci - 1 ) *" =6 n’ 


(*) ^ valori di sen p e di cosp si possono determinare an- 
cora nel seguente modo , e forse con meno difficoltà. L' equa* 
itone di condizione ci dà. 

Seri p cos p— 2 ( sen p J — cos p’ ) , 
ossia a sen p cos p— — 4 (eos p* — sen p’}. . 

Ora essendo , per la trigonometria , a sen p cos p — sen 2 
ed essendo ancora cos p“— -sen p 2 — cps ap , sostituendo si avrà 

sen ap = — 4 c os 2p , e perciò- si ottiene lan 2p — — 4* 

Essendo lan 2p negativa , sarà ap> 90°. Di più sarà tan p* — 
16 , e 1 -{-lan 2p J = seg2p’=i 7 , e perciò- seg ap =: — \ijì. 

1 v _ A 

eia cos 2p — , dunque sarà cos 2p — — • , 

sèc ap ' • YàT 
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381. Prendiamo per terzo esempio l’ equazione 

3y’ -J- 5 xy — 2 :r -\-y — o. 

Verificandosi la relazione £’ — 4 oc — numero positivo esa- 
mineremo se 1’ equazione (AvJ è soddisfatta , e siccome questa 
equazione non può aver luogo, conchiuderemo perciò , ciré 
ì’ equazione proposta è quella di una iperbola che rapporte- 
remo a' suoi assi principali col processo indicato nell’ esempio 
precedente, ‘ « 

382. Eseguendo questi calcoli sopra molte equazioni si co- 
noscerò l’ utilità delle forinole generali che potrebbero evitare 
queste ripetizioni di operazioni. Questo, appunto è 1' oggetto 
di cui ci occuperemo. 

Parinole per costruire le curvi del secondo grado, 
a centro mediante le loro equazioni. 


383. Se nell'equazione (A 1 ) si sostituiscono ad x, ec| 

y' - |-j3 ad y , per rapportarla a.1 centro , si troverò 


ey ,, -\-b.c'y'-\-C3;' ’-J~ 20 fi 
' b a 

d 


y' + ipW + ad' 
2ca I taP 

e | cti 

de 

eoi 

/ 


=*o 


■(Fv).; 


E' L.e. r- jT -r— r 1 f. - 1 - 

r— cos 2 p I -j- cos ap 

jfn fine essendo sen p’ = , è cos p’ = - 

a * * 

I 


t+Vij * 

sari partii} sen p a = — == J -j- I — — , e sarà ancona 

* V *7 

1 


Losp’ 


1 — V>7 

a 


■ s 

' A 


| j tome nel testa . 

V77 

(U Traduttore) 
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FORMOLE PER LA COSTRtlZIOHE PELLE CtTRVE 1 15 
Bisponeodo di « e di 0 , in Diodo che i (et mini in a? ed 
in y' svanissero , si troverà 

2 ufi -j- b«-\- d — o. . . . (Gv) , 
bfi -f- 21 * + e =o. . . . (Hv). 

Balie «piali si ricava 


2 ae — bd 
b 2 — 4 ac 


2 cd — be 
fi — -, _ 

b * ^ ac 


(Iv). 


Tali saranno le coordinate del centro. 

Moltiplicando 1’ equazione (H») per « , e l’equazione (G T ) 
per fi , ed addizionandole , si ha 


2a/3 ■* -|- iba% a ce 1 -{- e* -J- dfi — O. 

Balla quale si ricava 


° fi 1 4" M 4" = ■ — l dfi — | e*. 

Sostituendo questo valore nell’ ultimo’ termine dell’ equazio- 
ne ( Fv ) , esso si riduce ad 

& + <■<*) 4-/ 

Mettendo in quest’ ultimo termine i valori di « e di fi e 
liductudo , esso diventa 


c d* — bde 4- oc’ 

- |-y. 

b 2 — c 

Per conseguenza 1’ equazione ( F v ) si trasforma in 

cr/’ — i d e -f" a e * 

« 4~ * 4~ c * ,:1 4" — - 4-/=o. 

Z>* — 4 ac 


Facciamo , per semplicizzare 
cd ’ — Ar/e -f- ne ’ 

— 4-/ = E 


A* —4 


ac 


(Jv) 


e togliendo gli accenti , avremo 

a y % 4- bay 4" cx * 4“ E =t= o . V . . ( Kv ). 

I valori di * e di g diventando infiniti quando £’ — 4 ncrroy 
ne segue che questa trasformazione non è possibile di essere 
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TEORÌA DELLE CBRVE DEL SECOHDO OimiSE 
«seguita che pel caso delle curve a centro. Rapportiamo la 
curva a' suoi assi principali , mediante le formole (O'), Ira* 
Vereroo 


a senp 7 

j/’r j- 2 « sen p cos p 

x’y'-^-a cos p 7 

bscnp cqsp 

—b sen p 7 

— b sen p.cos p 

c cos p 7 

b cos p 7 

c senp 7 


— ac sen p cos p 



E — a 

.... (Lv) 


Posto il coefficiente di x'y' eguale a zero , si Ita 1 ’ equaziu* 
tic di condizione 

2 a sen p cos p — b sen p 7 b cos p 7 — a c sen p cos p =3 o , 
ossia 2 sen p cas p (a — c) -f- b (cos p 7 — sen />’) — o , 

ed osservando che 

2 sen p cos p sen 2 p , e che cos p 7 — sen p 7 — cos ?p (*). 

*t avrà * 

, sen 2 p (a — c) -f - b cos ip o t 

dalla quale si ricava 

sen 2 p b b 

~ — , ovvero tan 2 p = v 

cos 2 p (a — t) 


Ea trigonometria ci da 

soc.— V x -j- tan 1 , cos.= 


a — c 

t tan. 

sccy se<\ 


(*) I n fi tl ‘ 1 nella formolo, trigonometrica 
sen (a -j- b) =5 sen a cos b-f- sen b cos a , facendo b=a, si trova 

sen a a — 2 sen a cos a j 

similmente- se nella formolo, cos (a-j-bjz^cos a cos b ~—s€u a sen'b^ 
SÌ fa b ~ a , si trova 

C05 23 =5: cos a 1 — sen a 1 .. 

( L’ Autore ). 
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FORMOLE PER LA COSTRUEtONF DELLE CERVE 2 E 7 
Con la sostituzione del valore di lo« ap , *i troverà facil- 
mente , niediaute queste forinole 


secante 


2 P = V l ' 


Y(a — c)*-|-A* 


co s a p — 


(a— c)> 
a*— c 

V (a — c)’-j-6 
—b 


: ( Mv ). 


sera 2 p = ■ 


(Nv) 


V (a— 

Mettendo questo valore di cos 2 p nella formala trigonometrica 
sen p* — ; cos ap . . , (Ov ) (*) 

si avrà ' 

senp* = I- l _ (Pv ) («) 

V(a-c)’+A* 

Eliminando sen p* tra questa equazione e quest’ altra 
sen p 1 zzz 1 — cos p’ , 

si troverà 

(X—mC 

cos p 1 — ; 1 : • « • • (Q v )- 

V(a— c)*-j-6* ’ 

Se, nel coefficiente di .r^ * dell’eqSazione ( Lv ) , si sostituiscono 
ì valori di senp * , di cos p’ , c di quello di ascnpcosp = 
sen 2 p dati dall’ equazioni ( P v ) , ( Qv ) , ( Nv ) , questo 
coefficiente si riduce ad 

(a — cV-j- 5 1 

!(a+c)-Ì 


ovvero ad 


| (a_j_c) - V C a-c)’+R 


(*) Basta sostituire nell' equazione cos aa = cos a* sen a 
il fallire di cos a 1 — 1 * — sen a’ per ottenere seti a’ — 5 ' 

2 cos a 1 ( L’ Autore }. 

('*) Si perviene ancora a questa equazione col processo del - 
V articolo 38 o. ( L’ Autore ). 
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Con lo slesso processo si ridurrà il coeliicieute di y ,% ad 

I («-HO ■+ I V (a— cp + b'. 

Finalmente se nell’ equazione (Lv) si sostituiscono in luogo, 
de’ coeflìcieuti di x' 1 e di y' 1 i valori che abbiamo trovalo . 
« avrà 

[ìC«+f)-ì V (a — c)*-t-ZP } X '* -f, 

[ U« + <0+ i V(a — c y+ù‘ -f E=o. 

Tale sarà l’equazione della curva rapportata agli assi principati, 

384- Per avere le lunghezze di questi assi faremo successi- 
vamente o , ad “ o , e chiamando (*) «' e b' , ciò che 

diventano ad ed y' ite questa circostanza , avremo 

— 2 E 

= ==■ ...... (Rv) 

n+c — V(<* — c ) 1 -J- b* 

- 1 E 

**’ = - v - r *•••<• (Sv). 

a-J-c-f- *(« — c) l -\-b' 

Queste espressioni sono quelle de’ quadrati de’ semi- assi 
principali, 

383. Se si divide 1' uno {ter l’ altro , si troverà 
_ n + c-t- V^_ c ),_|_ ò ,~ 

b H a -f- c — V (a-ìc) *-|- b 1 

Questo rapporto diventa eguale all’unità , quando la parte- 
radicale è nulla , cioè a dire qnando si ha 

b 2 = o , (a — <■)’ = o. 

Queste equazioni si riducono a 

b = 0 , a zs. c« 


(*) Le lettere a e b essendo state impiegale per disegnare 
i coefficienti dell' equazione (A*), siamo stati obbligati di rap- 
presentare i semi-assi principali con altri segni. 

(L’ Autore) 
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pile esprimono le condizioni affinché si abbia 
a" 

■ — = i , ossia che a 1 = b 
b i* 


In questo caso P ellisse si riduce al cerchio , risultato con* 
forme a quello che abbiamo presentato, ari. 3ya, per questo caso» 
386. Se b solamente fosse nullo , il valore di sen p 1 dato 
dall’equazione (Pv) si ridurrebbe a zero-, dunque allora l’asse 
delle ascisse sarebbe quello delle ordinale rettangolari. Questa 
p ancora una verità che abbiamo riconosciuta in altro modo , 
articolo »46. t a — c 

38j. Quando b non è nullo , l’espressione *» 

V (a — 

phe entra nell’ equazioni (Pv) e (Qv) è minore dell’unità , per 
ponseguenza , nel caso di a—c positivo queste equazioni danno 

I > .««f 1 > s, 

dalle quali si deduce 


i a 

seti p < , cosp > • 

V~ V* 

Se nel cerchio SMB (Fig.75) , descritto col raggio delle tai 

1 

yole , si prende l’ arco MB = — dell§ circonferenza , 1* ango- 

8 

lo MOB sarà la metà di un angolo retto , dunque allora l’an* 
golo M vaierà l’altra metà, e si avrà 


* 2 OP 1 , ossia 2 PM’ == OM* == 1 1 

dalla quale si ricava 

* 

OP ossia PM = 

VT 

Ciò posto il valore assoluto di senp dovendo essere mino- 

1 

?e di — — , e quello del coseno dovendo essere maggiore di 
Va 
1 


t-— , bisogna che l’angolo p sia minore dell’angolo MOB 

Va 
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che ha per misura — della circonferenza , ovvero sia maggio* 

8 

re dell' angolo SOB che ha per supplemento 1* angolo SO<> 
= MOB. 

Si troverebbe similmente nel caso in cui a — c è iiega- 

1 i 

tivo , si ba seri p > , cos p < , e per conseguenza 

VT \u i 

l’angolo p deve allora essere maggiore di MOlì — — arcon- 
ti 

ferrata , seuza intanto sorpassare C»OB , che ha per supple- 
mento SOQ — | circonferenza. 

388. Diamo un’applicazione di quanto precede , costruendo» 
la curva che lia per equazione 

•xy x — 4 *y -f- 5 .t* — 3 x ~ o. 

Osserviamo prima che b' — 4 ac è una quantità negativa 
e che bit — scie h una quantità positiva , e perciò art. 376 .. 
l'equazione non è, assurda, e non si riduce uè a quella di un plin- 
to, nè a quella di un cerchio , poiché la condizione (bd — 2 ae)* 
= ( b’ — 4 oc ) C ' — 4 a f ) > art. 368 , e quelle dell' ar- 

ticolo 37 1 non sono verificate. 

Dunque la condizione i* — 4 aczzznutne.ro negativo che in 
questo caso è verificaia , ci fa vedere che la curva è una el- 
lisse. Questa ellisse nou è rapportata , a’ suoi assi principali , 
poiché esiste il termine*in xy , art. I y 4- 

11 termine 3x ci fa conoscere , art. 164 , che l’origine del- 
le cordinate non è al centro della -curva. 

K facile conoscere che 1’ origine è sulla stessa curva ; poi- 
ché facendo x o , si trova y — o (*). 

Per determinare le coordinate del Centro , paragoneremo i 
coefficienti dell' equazione proposta con quelli dell’ equazione 
generale delle curve del secoudo ordine (A') , articolo i33 , e 
vedremo che 

m 

fi = a , b — — 4 , c~ 5 , d ~ o , e — — 3, f — o._ 


(“ ) E facile in oltre di ravvisare che F origine i sulla cur- 
va , osservando che l ultimo termine è zero , art. iS’j. Di più 
iiccome. nell' equazione manca ancora il termine in y , ne se- 
gue che C asse delle ordinate è tangente alla curva , art. i6,3. 

(IL Traduttore)- 
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- Sostituendo questi valori nell’ equazioni (Iv) , troveremo 

12 12 

« = -§> 0 = 7 “ =5 • 

— 24 — 24 

Con una simile sostituzione fatta nell’ equazione (J v ) tro- 
veremo 

18 3 

— 34 4 

Per mezzo di questo valore di E , e di quelli de’ coefficien- 

ti a , b , e , posti nelle equazioni (Rv) ed (Sv) , si troverà 

3 3 3 1 

2(7—5) 4 2 ("+ 5 ) 8 


Riducendo questi valori di a 1 ' e di b n ad un medesimo de- 
nominatore che sia quadrato , si avrà 


4 X 3 

16 




1X2 


Dunque 


2V3 V 2 

— ,=IV3, i'= — 
4 4 


Similmente l’equazione (Pr) si. riduce a 

— 3 1 3 8 

senp' = ì-ÌX = 1 = — 


10 


Per determinare il valore di quest’ angolo p , mediante le 
tavole de’ logaritmi , si I14 


log. seri p=z § ( log. 8 — log. ioj=)(o,go 3 ogo — 1) — — o,o 48455 . 

Questo logaritmo è negativo , perchè il raggio si è supposto 
eguale all’ unità ; ma se si prende il raggio delle tavole , che 
è 10 bilioni di volte piu grande , bisognerà aggiungere la ca- 
ratteristica 10 a questo logaritmo trovato , e si avrà g,95i545. 
Questo numero corrisponde nelle tavole de seni a 

divisione decimale } ovvero a 63 ° 36 divisione sessagesimale 
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Avendo dunque preso per ascissa una retta a — Jt s e Jjéf 
ordinata una retta $ = ; ? si determinerà il centro, pel qua’ 
le si tirerà una retta che feccia con l’asse delle ascisse un an- 
golo di 7 c° 4^' divisione decimale , e prendendo da ogni la- 
to di questa retta , a contare dal centro una lungheria di 
|y3 , si avrà 1’ asse maggiore, sul quale si tirerà l’asse mino- 
re ib' =z \ Va. 

Per mezzo di questi assi la curva sarà determinata e cotl- 
venicntemente situata. 

38q. Osserviamo che per costruire la curva j basta pren- 
dere delje linee che sieno tra loro nel rapporto de’ precedenti 
valori. Quindi , per evitare le frazioni , si moltiplicheranno 
i valori di * , e di fi , e di a' e di b* per 100 , e si avrà 

«— 5o , fi — 5o , a 1 ~ So y3 , b 1 =3 a5yi. 

Prendendo questi valori sopra una scala di parti eguali , Sa^ 
rà facile di determinare la posizione degli assi per rapporto A 
quello delle x ("). 

390. Quando nell’ equazione (K. v ); 

ay' bxy -J- ex ’ -j- E == o. 


(*) Nella costruzione grafica della CUft’rt è piti Cònductnté 

b 

di avvalersi del valore di tao p* c=r — •*. trovato avanti j 

• a — c 

invece di calcolare quello di seti p. Poiché costrutto V angola 
ap , basta dividerlo in due parti eguali per avere la posiziona 
dell' asse. Nell' esempio trattalo in questo articolo , in cui a=32, 

-4 -4 4 

b = 2, e c=z5 , si ha lan 2p rr 3= =± — — ^ 

2—5 — 3 3 

In conseguenza se si prende un ascissa eguale a — 3 , ed 
un ordinala eguale a 4 , e si congiunge i estremo di questa 
ordinala con Ì origine , si avrà la direzione dell' asse della 
curva , dividendo l' angolo che fa questa congiungente con 
f asse delle ascisse in due parli eguali , e poi tirando pel cen- 
tro della curva una retta parallela , alta linea che divide que- 
st' angolo in due parli eguali. (11 Traduttore) 
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«i fa y = o , si trova 



e 


Questo valore di x è immaginario quando E e c non sono dello 
stesso segno. Si concepisce bene come un valore immaginario 
di y può corrispondere nell’ iperbola ad x — o ; ma quando 
1’ equazione si rapporta all’ ellisse , cosa significa questo valo- 
re immaginario che prende 1’ ordinata al centro della curva ? 

Per saperlo , bisogna osservare che in questo caso b * — 4 ac r 
essendo una quantità negativa , a e c debbono essere del me- 
desimo segno , e siccome nell’ipotesi attuale E è dello stesso 
segno di c , ne risulta che a , c ed E sono del medesimo se- 
gno ; ora , in questo caso , 1’ equazione proposta è assurda ; 
in fatti , le tre condizioni clic debbono essere verificate , ar- 
ticolo 3-j i , dall’ equazione (Kv) affinchè questa equazione sia 
assurda , si trovano soddisfatte ,> poiché paragonando l’equa- 
zione (A') , art. > 33 , all'equazione 

qy’ -j- bxy -j- ex ’ -j- Eio , si ha d =zo , f— E. 

Dunque d ’ — 4 a f ^hc si riduce a — 4<*E , e b* — l\ac sono • 
numeri negativi , essendo a ed E dello stesso segno ; da un’al- 
tra parte , bel — aae si riduce a zero. 

In conseguenza di questi valori di b s — ^ac , di d* — 4 , l/\ 
e di bd — 2ae , sarà facile di vedere che le condizioni prescrit- 
to nell’ art. 3^i , affinché l’equazione proposta sia assurda, 
sono verificate. 

3gi. Tutte le curve del secondo ordine a centro , che dif- 
feriscono solamente nell’ultimo termine, sono simili. 

Per dimostrarlo , basta osservare che il rapporto che esi- 
ste tra i quadrati de’ due semi-assi principali dato precedente- 
mente , articolo 385. è indipendente dal valore di E (*)• 


(*) Per nulla ommellere sulla costruzione delle curve a cen- 
tro , stimo conveniente di. qui soggiungere, le J orinole genera- 
li , onde rapportare f equazione generale dell' iperbola a quel- 
la tra gli assintoci. Sia f equazione generale (A') 

ay 1 -{- bxy -)- ex’ -f- dy ex -f- f = o. 

la quale, supponiamo che si rapporti alt iperbola , cioè che sia 
h ’ — 4ac> o , e che le quantità b* — 4ac, bd — aae , e d* — 4*f 
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Formole per costruire la Parabola per mezzo 
della sua equazione. 

Jqa. L’ equazione di condizione della parabola b * = l\ac , 
ci dà b s= l'fiic. Il segno conveniente sarà quello che b 
avrà nella proposta ,• quindi considereremo successivamente i 
casi in cui b è positivo, ed in cui b è negativo. 

Rappresentiamo in geuerale l'equazione proposta con 

ay * -f- bxy -j- ex' -J- dy -f- ex-\-f — o. 


non verifichino l' equazione (//'). Rapportando questa equatio. 
ne al centro della curva , mediante la sostituzione di *'+«* > 
e di y' + in luogo di x e di y , si avrà art. 383. 


a 


2 ae — bd 


b» — 4ao 


2 cd — be 


fi - 


b» — 4ac 


che saranno le coordinale del centro , e sostituendo questi va* 
lori nella trasformata , f equazione della curva , rapportala al 
centro sarà 

ay» -j- bxy + ex» |E = o. • 


in cui E avrà per valore V espressione ( J * ). 

Sostituendo in questa equazione in luogo di- x e di y i loro 
valori dati dalle formole (L 111 ) , con le quali si passa da uli 
sistema di coordinate rettangolari in un altro di coordinate oh * 
blique si avrà 


a sen p 1 
1) sen p cos p 
c co* p* 


x’-J-aa sen p sen q 

xy-f- a sen q» j 
b seu q cos p 

b sen p cos q 

b cos p sen q 
2C cos p sen q 

C cos q* 


y’+E=o. 


Mettendo i coefficienti di x' e di y' eguali a zero onde de •* 
terminare gli angoli p e q , si ottiene 


a sen p» -f* b seu p cos p-f- ccos p* =2 o , 
a sen q* -J- b seu q cos q -J» c cos q s = o. 
e 1’ equazione diventerà 


( aa senp scnq-f-b sen p cos q-f-b seu q cos p-f- 2 C cos p sen q )xy 

•j-Eso. 
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Se mettiamo in luogo di b il suo valore aY ac , cbe corri- 
jponde al primo caso , avremo 

(y\ a + x\c) % + fy -f- ex -|-/= <>■ 

È sostituendo in questa equazione i valori 

x ss r'cosp — y' seri p , y — sd sera p ■+■ y' cos p. 
troveremo , operando come nell’ art. ig5. 

( senp \a-^cosp Y c )’ x'* 

-j-2 (senp\a + cos p\jc) (cos p\a — se h p Y «) 

4 ( cos p\a — seri p^c)\y >% -\-d cos p j y’-^-dsen p j x'-\-jf=zà 

— e seri p I e cos pi . . .(T») 


Resta a determinare gli angoli p e q-, a quale oggetto di- 
videndo la prima equazione di condizione per cos p* , e là 
seconda per cos q’ , esse diventeranno 

a ian p’ + b tan p + c=d , a tan ij’ -f- b tan q 4" òsso, 

bssia * 

fc c Ì> k 

tan p* — | tah p -j ss ò $ tan q* 4* — ‘ tab tj 4 ss di 

à a a a 

Queste due equazioni estendo della medesima forma ed 
avendo i medesimi coefficienti , ci daranno i medesimi valori ; 
C. perciò la seconda radice delT una è la prima delle radici 
dell' altra , e vice-versa. Basta dunque sciogliere una sola di 
queste equazioni onde ottenere i valori di p e di q. Scioglien- 
do la prima , avremo 

k Vb* — 4ac 

tan p ss -+- _ i 

aa 2 a 

in cui it segno superiore appartiene a tan p , et inferiore i 
tan q , e perciò sarà 

— b-j- Vb a — 4 ac -b-VM — 4ac 

tan jv ss — , tan q ss — — — ■ — : • 

2a i ' 2a 

Ora ad oggetto di eliminare dal coefficiente del térmirié 
Boucharlat i S 
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Se si fa senp \a-\-cosp\c—o , i termini in x 1 ' ed iti 
x'y 1 svaniscono , e da questa equazione si ricava 


sen p 
pos p 


ossia lati p — 



. . (Ut). 


Essendo a e c del medesimo segno , in virtù dell’ equazio- 
ne l 1 = 4 ac , sarà perciò il secondo membro dell’ equazione 
(Uv) reale e negativo, dunque senp e cos p avranno segni 
con irarii , e perciò dovrà aver luogo uno di questi due casi. 
Primo caso. 11 seno positivo ed il coseno negativo. 
Secondo caso. 11 seno negativo ed il coseno positivo. 


xy gli angoli p e q osserveremo che nell' equazione tan p s -j» 


Le . 

un p -f- — t = o , abbiamo , per la teoria delle equazioni 


tan p -j- tan q — 5 tan p tan q — — - 
« a a 

e mettendo in queste due equazioni in. luogo di tan p e di 
sen p sen q sen p sen q b 

tan q i loro valori e 5 si avrà =3 > 

cos p cos q cos p cos q a 

sen p sen q * c _ . 

— , dalle quali si ricava sen p cos q -p 

cos p cos q a 

b c 

cos p sen q— — cos p cos q , sen p sen q:£= — cos p cos q. 
a a 

Sostituendo questi valori nel corniciente del termini xy e 
riducendo , /' equazione della curva diventerà 

4ac — b* 

cos p cos q xy -f- E = o. . . » . . (i). 

a 

Resta a trovare l' espressione di cos p cos q , la quale pos « 

sen p 

siamo in questo modo determ inare . Essendo tan p = • 

cos p 
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Nel primo caso , la trigonometria ci fa conoscere elle l’an- 
golo dev’ essere ottuso , vedete la nota dell' art. 84 , e nel se- 
condo caso che l’angolo p dev’essere maggiore di tre retti. 
Ora non considerando gli angoli maggiori di due retti , atteso 
che un angolo minore di due retti può egualmente determina- 
re la posizione del nuovo asse , al pari di un angolo maggio- 
re di due retti , perciò noi adotteremo il primo caso. £ sic- 
come la secante di un angolo ottuso £ negativa , avremo in 
conseguenza 



a 


e 


A 

^ seep 

xnpszitanp X p “ 


\a 

\c 


V i — cos p* 

ics , sostituendo perciò questo valore nell' equatio* 

cos p 

b c s— cosp* 

ne tan p : tan p 4* — — 0 > verrà -4* 

a a cos p* 

bV I COS p* £ 

- 1 so; dalla quale , facendo svanire il 

a cos p a 

radicale , ed ordinando rispetto a cos p j si avrà 

2 a(a — c) — b» a* 

cos p* — cos p 1 4“ *" — ‘ — — o. 

(a — cJ’-J-b* (a — c)’-j-b’ 

te raditi della quale saranno cosp’ ecosq*, e per la proprietà 

a’ 

deìiequationi di secondo grado avremo co» P’CO» q *22 - 

(a-»c)'4-b‘ 
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Sostituendo questi valori di senp e di coso nell equa rione 
(Tv), che è rimasta priva de’ termini in a' 1 ed »n xy , que- 
sta equazione diventerà 

S—(a+c ) \ ' d\c- e \a (<*V“+ e V c ) 

( - — A y 1 ' 4- — r== 7i=~y‘ +f= 0 ' 

V vr+iy 


1Z 


■c Va + c • 

e poiché il coefficiente di y'* elevato a quadrato diventa 


(a-fc)* 

a i 


: a -f- c 


e quindi , estraendo la radice quadrala 


cos p cos q = , 

r V(a— c)*-fb* 

Sostituendo questo valore nel coefficiente del termine xy 
dell' equazione (i) , e riducendo si avra in fine 


4ac— b 1 


+ E = °j 


*y : 


V(a-c)’+b* 
dalla quale si ricava 

® V(a — cì’-J-b’ 
b* — 4 ac 

Le formole dunque , mediante le quali si passa dalt equa - 
tione generale dell' iperbola ay* + bxy-fcX*-f dj+ex+t =È a 
a quella tra i suoi assintoli , sono 

aae — bd «d-be cd*-bde-|-ae‘ 

, E =c — — + h 


b* — 4 ac 


fi = 


b* — 4ac 


b 1 — 4 ac 


_ b-f ' Vb’_ 4ac — b — yb’ 4 ac 

tanp= , lanq — 

2a 

Sia per esempio f equazione 

er + 7«J + 63 x* - 36 y + 18* - 1 *»< 
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perciò si avr'a 

d\c — e\a («iya-j-eyc) 

( a + c )/H — )' , +f=iO (V» ). 

Va-f-c »a -J- c 


in cui b’. — 4ac ^ positivo , e b’ — 4 ac » bd — sae , d* — 4 a f » non 
verificano l' equazione (Av), e perciò essa appartiene all'iperhola. 

Facendo , ne//e forinole qui sópra trovate , a — 9 ) b— 73 , 
c =63, d = — 36, e=ri8, 1 — — 7, si troverà a ~ 1 , fi — — * } 
E =zz 34 , tanp= — 1 , tau q =3 — 7 ed infine. 

9 5 

xj — — . 

'81 

eòe soni f equazione della cuna rapportata agli assintoti . 

È qui da osservarsi che essendo p e q gli angoli che forma- 
no gli assintoti con l 1 asse delle ascisse , ed essendo il punta 
» , fi , ossia il centro della curva , un punta appartenente ad 
entrambi , sarà facile di determinare le loro equazioni. In 
fatti essendo j — fi “ A (x — *) /’ equazione della retta che 
passa pel punto * , fi , e che fa con I asse delle ascisse un 
angolo la cui tangente è A , se si sostituiscono in luogo di 
fi , ed x i loro valori , ed in luogo di A successivamente i va- 
lori di tau p e di tati q , si avranno le seguenti equazioni 

aae — bd 

1 — ■ 

b’ — 4 ac 

2ae — bd 
x — 

b’ — 4ac 

che saranno quelle degli assintoti. 

aed — be 2 ac — bd 

Nell'esempio proposto, in cui si ha — — 2, =ai> 

b* — 4 ac b’ — 4 ac 

tan p — — - 1 , tan q =3 — 7 , le due equazioni degli assm- 
tati saranno 



aed — be — b+y^-4Rc 


7 — 


7 — . 


b> — 4 ac 
»cd— be 
- 4 ac 


— b — V b* — 4ac 




aa 


( 

( 


y-f 2 = — ( x — • 1 ) , <ul y + *■= — q (x— i) 

«saia, y = — x — 1 , ed y =z — 7 x -f- 5.‘ 

(Il Traduttore) 
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Rappresentiamo questa equazione eoa 

A y % -4- Bai-f-Cy -4*/=3 ° » 

I per diminuire il numero de’ suoi termini , facciamo 

y =y + /?, *=*'-4-», 

Costituendo questi valori , otterremo 


Ay'* + 


%h(t I y' + Ba/ 4 - Ap’ 
C B« 

' . c# 
/ 


= o. 


(Wv)-: 


Facendo — ° > ed Ap’ -J- B*4" ^/5 *4"jf ” ® », ** 

ficava da queste equazioni. 

C 1 / C 

<* = -r— -, /?==-«- » 

4AR B 2\ 

« l’equazione (W v ) si riduce ad , 

A y l7 -f" ss <k 

Sostituendo in queste tre forinole i valori di A , di B , e 
di C , che sono i coefficienti di jd’ , di x' -, e diy dell’equo- 
lione (Yv) , si trova 


(ciya + e\[cy f\ g+c 

* 4(o4-c)V o+c(^V c— «Va) d\c—e\a 


m * 


dyo 4” «V^ 

a(a4^c)Va -j- c 


* (Y v ) » 


(rfyc — ey«) 


(a + c)y*4- - — -■= 


ovvero * 


+ c 


*' =3»J 


d\c — e\a 
y ,% -|r * - 1 • — » » » » 

(a4-c) Va-4-c 


Bisogna aggiungere a queste forinole 1’ equazione (U v ). 

3q3, Se , nell’ equazione proposta , b fosse negativo , que-*. 
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»te fnrmole non converrebbero punto y ma facendo i calcoli 
precedenti , nell’ ipotesi di b negativo , si troverà 


(c?y<i — e\c) 7 




fVZ+c 


4(o-f-c)Va-{-c(tfyc-f*eya) d\c-\-c^a 
e\c — d^a 


•— ( Av 0 : 


/? = 


=- • • * (»«) » 


2.(a-J-c)^a-}-c 


d\c-\-e^a 

?”+' «'ss e (Cv«)> 

(«+c) Va c 


tang. p — \J — . . . . (Dvi). 
a 

394. Prendiamo per esempio 1’ equazione 
y' — aay + *’ — 3/ =o , 

la quale verifica la condizione 4’ — ^ac , senza ehe bd—iat 
sia nullo , e per conseguenza essa è quella di una parabola- 
esaminiamo prima il segno del termine xy , e siccome esso 

«negativo, questa parabola si costruirà con le forinole ('Avi'). 
(Bvi) , (O.) , ( D v,). V 

Avendo dunque tirati gli assi rettangolari AX , ed AY , 
(F'g-79) i e preso il punto A per origine , tireremo il nuovo 
asse AX' facendogli formare con 1’ asse AX delle ascisse un 
angolo p , la di cui tangente sarà espressa dalla formola (D v i) , 
la quale si riduce in questo caso a y t — 1 , e per conseguen- 
za essa sarà quella dell’ angolo semi-retto. Calcoleremo in se- 
guito , per mezzo delle forinole (Avi) , (Bvi), (Cvi) le coor- 
dinate a e del vertice , e l’ equazione della curva rapporta- 
ta al suo asse principale , e troveremo 

. 3 ^ 3 

8ya 4 ya 

ed 3 

y l% x' 3 o. 

2y 2 

3 

11 coefficiente di x 1 ci darà — pel valore del para- 

metro, 3 y 2 
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dunque 


ORDINE 


a : (S : parametro : 



2 : 4- 


Rappresentando con i l’ascissa negativa a , prenderemo 
AB—i , e la perpendicolare BD — i ; allora D sarà la nuova 
pigine , e determinerà il vertice della curva. Tirando dunque 
pel punto D una parallela DG all’asse AX' , questa netta JDG 
sarà il nuovo asse sul quale porteremo da D in F , una parte 
eguale alla quarta parte del perametro , rappresentato da & 
Avendo così determinato il fuoco F , ed il vertice D ci sa- 
rà fàcile di costruire la curva. 

Se il parametro fosse staio negativo, si sarebbe portato il quarto 
del coefficiente di , da D in F', e la curva avrebbe rivol- 
ga la sua apertura nel senso opposto. 

3 p 5 . Bell’ ipotesi di b positivo , essendo il segno della tan- 
gente data dall’ equazione (Uv) contrario a quello di b , e lo 
stessa cosa avendo luogo ancora quando b è negativo cioè 
che in questo caso la tangente data dall’ equazione (Dvi) è di 
segno contrario a quello di b , ne segue perciò che quando h 
\ positivo , la tangente dell’ angolo p è negativa , e che la 
direzione del nuovo asse forma un angolo ottuso con l’asse 
primitivo , e che quest angolo e acuto quando b è negative^. 


Pellet, determinazione delle radici delle equazio- 
ni del terzo e quarto grado , con V intersezio, 
ne delle curve del secondo ordine. 


3 96. Quando un problema dipende da due equazioni a due 
incognite , st possono considerare queste equazioni come quel- 
le di due curve , che hanno le stesse coordinale ne’ punti in 
$ui esse si segano ; pgr conseguenza se si elimina y allora il 
Valore di sarà 1’ ascissa del punto d’ ihterse%ione. Prendiamo 
per esempio questo problema. 


Trovare un cubo doppia di un altro. 



presentiamo con a il lato del cubo dato , e con * quel- 
cubo cercato. , avremo l’equazione ■ 

* 3 5= ?o 3 , e varo == ja 5 *, 
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intersezione delle ciihve del secosbo cedine 
'Supponiamo x 2 py , e sostituiamo questo valore nella 
precedènte equazione , ne risulterà questa seconda equazione 

2 o J 

y P % 

Per costruire queste equazioni , si tireranno gli assi rettan- 
golari AX , AY (Fig.80) ; il punto A sarà il vertice delle 
due parabole , delle quali una avrà AY per asse delle ascisse , 
e p per parametro , e 1’ altra avrà AX per asse delle ascisse , 
2 a 3 

e per parametro. 

P % 

L’ ascissa del punto in cui queste parabole si taglieranno 
sarà il lato del cubo cercalo. 

^97' I" generale qualora è data una equazione ad una sola 
incognita x , essa potrà considerarsi come il risultato dell’ elitra- 
nazione tra le equazioni di due curve che hanno x ed y per coor-? 
dinate 5 quando queste curve sono del secondo ordine , l'equa- 
zione proposta non potrà sorpassare il quarto grado. Siccome vi 
esiste una moltitudine di equazioni di secondo grado , che con 
1 eliminazione possono dare la proposta , così sono sempre da 
preferirsi le più semplici. Potremo condurci nella loro scelta , 
Come nel seguente esempio. 

3 g 8 . Sia 1 ’ equazione api — px 2 — qx — — r=o ; si prenda 
?d arbitrio 1’ equazione. 

*’ = ; . (Evi) , 

che è quella di una parabola , dalla quale , preso il valore 
di * 4 , e sostituito questo valore , e quello di x % nella pro- 
posta , si otlieue 

“'y'—pay — qx — r—o , 

ovvero 

py qv r 

y' — — — — i — - — *■ — =so,... (F^). 

a a * a* 

Questa equazione è parimenti quello di una parabola (*). 


. (?) Siccome la costruzione della parabola porta sempre mag- 
gior difficoltà della costruzione del cerchio , perciò nella costru~ 


i 
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a34 teoria deile curve del SECONDO OEDl.VE 

L’equazione (Evi') non offre difficolta alcuna nella sua co- 
struzione; poiché essa è quella di una paraaola M! AM^ (Fig.8i) 
die avendo il vertice in A , ha per asse delle ascisse ÀY, per 
asse delle ordinate AX , e per parametro a. 

La costruzione della curva data dell' equazione (F v ‘ ) si ese- 
guirà quando si avrà fatto dipendere questa curva da una e- 
quazione più semplice , il che domanda qualche preparazione; 
a tale oggetto sia in generale 1’ equazione 

ajm lym-1 _j_ C ym—t . . . . -j- fy -f. j ^ o (Gvl) 


sione dell equazioni di terzo e di quarto grado , vale meglio, 
d impiegare una parabola ad un cerchio , in vece di due pa- 
rabole , ed ecco in qual modo. 

Sia l equazione generale del quarto grado 

x 4 •+• Ax> -}~ jB-x’-J. Ex -j-D = o , 

se in questa si fa x~x — 1 A, si avrà un equazione parimen- 
ti del quarto grado , ma priva del secondo termine , e che- 
possiamo rappresentare in questo modo 

x 4 -f- px a qx -f- r = o. 

Presa f equazione della parabola x 1 — ay , e posto nelV e- 
quazione data in luogo di x 4 il valore p ’y 1 ed in luogo di X} 
il valore p y , si avrà 


ossia 


a’ y* + ap y + + r = 0 > 

p q r 

y’H — y + — * H — = 0 , 

a a* - a 1 


ed aggiungendo a questa equazione la quantità x* — ay = o t 
essa diventa 

( p -V q r 

a ) + x + = o , 

a / a* a* 

che rappresenta V equazione del cerchio. E facile trovare le 
coordinale del centro , e t i espressione del suo raggio , poiché 
posto in luogo di x e di j le quantità x , ed y+e, 
e determinando a , e f J in modo che svanissero i termini 
in x ed y , si ottiene 
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intersezione delle curve del SECONDO CEDINE 
. li’ algebra ci fa conoscere che se in questa aquaziouc si so* 
Sii luisce 

b 

y ad ?' 

ma 

Si otterrà un’ altra equazione in y' dello stesso grado , ma 
che non conterrà più il termine della potenza m — 1 dell’ inco- 
gnita (*). In conseguenza di questa osservazione, si potrà far 


«= — , e 0 = - f ~ 

aa* \a / 

t l' equazione ridotta sarà 

( p v s* T 

7 ~‘) + 1 ' 7 ~ 7 ' 

ed il raggio del cerchio sarà perciò. , . 


****«%•■ «t * 




Quindi conoscendo « , e £ , che sono le coordinate del cen- 
tro del cerchio , e conoscendo il raggio , questo cerchio reste- 
rà fissato , e le ascisse de ’ punti «f intersezione di esso con la 
parabola , saranno i valori di E , che apparterranno all'equa- 
zione proposta. ( fi Traduttore ). 

(*) Per dimostrarlo , si divida f equazione (Gn) per z , e 
fi faccia y = y 1 4" a , essa divent era 


4- in* 


|y/ ri»’ 

b 

— ( m — i ) «i 
a 


jlm—s ec. 
-f* eo. 

4- ec. 


Si potrà determinare la quantità arbitraria « ^ mettendo 
eguale a zero il coefficiente di y lm -' , il che darà 
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*36 TEORIA DELLE CURVE DEL SECONDO ORDINE 

«vauire il secondo termine dell’ equazione (F»‘), supponendo 

y = yl+i- (Hv*), 

o 

e 1* equazione (F»i) si ridurrà ad 

P' < 7 * r 

4o’ «’ #* 

ovvero ad 



o in fine ad 

y*> = xK , . - (l»>) , 

a 1 

p 1 + 4f 

Scendo x -f" ■ — x> • • » • C^ vl )' 

4? 

|y’ equazione (I vl ) costruirà la stessa curva dell’ equauo-* 
»e (F* 1 ) , ma con differente origine. 

Per costruire questa curva , l’ equazione (Hvi) ci da 

y y — • > 

. a 

e si vede (Fig.8i) che ogni ordinata PM dell equazione (F TI ) ^ 

p 

differisce di | — dall’ ordinata QM dell’ equazione (I v, )j 
a 

che corrisponde alla stessa ascissa AP. Ora , l’ asse ÀX 
essendo relativo all’ equazione (F»>) > ne segue che se ad una 

distanza AA' ~ — -, da quest’ asse , si tiri una parallela A'X. 
aa 




b 

> 

ma 


b 

e per conseguenza y = j’ 

ma 

(L’Autore) 
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INTERSEZIONE DELLE CU UVE DEL SECONDO ORDINE 23^ 
tulle le ordinate costrulie con l'equazione (Fvi) , fi iroveran- 

p 

no accorciale di — (*) j si vede ancora , che essendo 
aa 

P' + fa 

4<7 

ogni ascissa x* deve differire da x di una quantità 

3 A 1 A». 

4*1 

I! punto A n sarà dunque ì’ origine del x 1 . Avendo costrut- 
ta la parabola sull'asse A' 'X* mediante l’equazione (Ivi), que- 
sta curva considerata relativamente all’origine A, sarebbe sta- 
ta data dall’equazione (F»i) (**). 

Dunque , se si elimina y tra le equazioni (Evi) ed (Fvi) , 
le ascisse AP' , AP 1 ' , AP'" , AP ,,,, , saranno i valori di x 
comuni alle due equazioni (Evi) e (Fvi), e per conseguenza 
saranno le radici deli’ equazione 

*4 — i pj.1 — (j X — r — o. 

399 . Se le curve non s’incontrassero in quattro punti , l'equa - 
zi one proposta avrebbe delle radici immaginarie. 

400. L’ intersezione della linea retta e del cerchio ci ha ser- 
vilo , art. 58 ... 65 , per costruire le equazioni del secon- 
do grado \ le intersezioni delle curve del secondo ordine ba- 
steranno per cosiuire le equazioni del terzo e del quarto grado. 


/*'+ 4 <- 




(*) Esse sarebbero allungale di — , se questa quantità fos * 

la 

se negativa , ed il nuovo asse cadrebbe al di sotto di AX. 

(V Aut.) 

(*’) Si vede che la costruzione della curva sulV asse AX t 
mediante V equazione (Fv 1 ) , si riduce a cambiar V asse onde 
costuire la curva con una equazione piit semplice , ed insegui- 
to a riprendere l'asse AX , e l' equazione a cui esso si rap- 
porta ( L’ Aut.) 
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338 «boria delle curve del SECONDO ORDINE 

I 9 

Così , per costruire y a, supporremo x“ ya , e perciò 
x 5 *3 a. Questa equazione essendo della stessa forma di quella 
del problema della duplicazione del cubo , art. 38g , essa si 
costruirà nello stesso modo , prendendo per la sola radice rea» 
le di x r ascissa del punto d’ intersezione delle due parabole. 
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PRINGIPII FONDAMENTALI 

DELLA 

iiDmaaiaa ii.aaa.asa; 1 ® a. 

A TRE DIMENSIONI. 


In qual modo si può determinare la posizione 
di un punto nello spazio. 


4 01. Quando le linee non sono assoggettate ad essere nello 
stesso piano , non si possono determinare i loro punti succes- 
sivi che con de' processi più generali di quelli che abbiamo 
impiegali. 

A tale effetto, concepiamo tre assi AX, AY , AZ (Fig.St)) 
facendo tra loro degli angoli arbitrarli , i quali , per maggior 
semplicità , supporremo retti. Se si prende sull’ asse AX una 
retta AP = * , e che si tiri pel punto P una parallela PQ=y 
all’ asse AY , e pel punto Q una parallela QM rrj all’ asse 
AZ , la posizione del punto M saia determinata quando si 
avranno assegnali de’ valori cogniti ad a- , ad y ed a z. Que- 
ste linee ar , jr , a sono le coordinile del punto M. Se si dan- 
no ad x , ad y ed a z i valori particolari a , b , c , 1’ equa- 
zioni di un punto uello spazio saranuo 

x — a , y — b , z — c. 

402. L’ordine secondo il quale si prendono queste coordi- 
nate è arbitrario ; per esempio , tirando sempre queste coordi- 
nate parallelamente, agli assi , si potrebbe fare (Fig.qo). 

AP' = z, P'Q r =:y , Q'M = a: , 
ovvero (Fig.91). 

AP l=zy, P'Q'— z, QhM = x , 
e si determinerebbe egualmente il punto M. 
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De’ piani coordinati. 

403. Facciamo passare tre piani , il primo per gli assi del- 
le x e delle y , il secondo per gli assi delle x e delle z ed 
il terso per gli assi delle y e delle z , questi piani saranno i 
piani coordinati. Per distinguerli tra loro , chiameremo il pri- 
mo il piano xy , il secondo il piano xz , ed il terzo il piano yzt 

404. Questi piani dividono lo spazio in otto parti , quattro 
delle quali sono situate al di sopra del piano xy , e quattro al 
di sotto. 

Un punto sarà situato al di sopra o al di sotto del piano 
xy , secondochfc la coordinala z sarà positiva o negativa ; i 
segni di x è di y determineranno in seguito in quale de’ quat- 
tro angoli triedri superiori o inferiori il punto si rat trova. SÌS- 
no presi per esempio (Fig. 92 ) quattro punti M , M' , M" t 
M'" , situati ognuno in uno de’ quattro augoli triedri superio^ 
ri j e tali che le loro coordinate x , y , z abbiano gli stessi 
valori assoluti : avremo 

I 

pel punto M , AP — -f- x , PQ = -f# QM = 
pel punto M', AP' = — x, P'Q' = -f.y, Q' M» = _|_ 4) 
pel punto M", AP = -f- x, PQ ''=—y ,Q" i 

pel punto M"',AP '= — x, P'Q'"=—y,Q" l M." l =:~\-z. 

Delle proiezioni di una retta situata nello 
spazio , e de’ piani projetlantu 

4o5. Se da ciascun putito della retta MM'" (Fig. 93 ) j si- 
tuata nello spazio , si abbassino delle perpendicolari MQ 
M'Q' , M"Q" , M"'Q'" , ec. sopra uno de’ piani coordinati 
che noi supporremo essere il piano xy , tutte queste perpendi- 
colari saranno nel medesimo piano. La cosa è evidente quando 
si considerano due di queste perpendicolari ; ma considerandone 
tre di queste penpendicolari , MQ, M'Q', M"Q" , bisogna 
dimostrare che il piano determinato dalle due rette MQ , M'Q' 
c lo stesso che quello determinato dalle rette M'Q' , M"Q". 
Ora questo è facile a dimostrarsi, poiché la retta M'M" che 
è il prolungamento di MM' è nel tempo stesso nel piano MQ' 
e nel piano M'Q" ; ma la perpendicolare M'Q' è ancora irt 
questi due piani , dacché essa e la loro comune intersezione y 
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bs’ PIÀN1 PROIETTANTI 9.4 t 

dunque questi due piani , avendo due rette comuni , debbono 
confondersi. Si dimostrerebbe similmente che tutte le altre per- 
pendicolari sono nel medesimo piano. 

406 . 11 piano MQ'" che contiene mite queste perpendieo-, 
lari , porta il nome di piano proiettante , e la sua comune 
sezione QQ'" col piano xy , è la projetionv. della retta MM' 1 * 
sul piano xy. 

Questa projezione QQ'" può considerarsi ancora come la 
reità che sarebbe formata da tulli i piedi delle perpendicolari 
abbassate da lutti i punti della retta MM 1 " sul piano xy. 

4o n. Quello che noi diciamo del piano xy potendosi appli- 
care ai piani yz , ni 12 , si potranno determinare le proje- 
lioni della retta MM'" su questi piani , abbassando delle per* 
pendicari da ogni punto di questa retta MM"' sopra ciascuno 
de' piani yz ed xz. 

4«8. Gli estremi delle perpendicolari MQ, M'Q'^ M"Q'' ee. 
essendo determinati dalla retta MM"' e dalla sua projezione 
QQ'" , segue da ciò che queste rette MM'" e QQ' 11 sono 
situate nel piano QM " 1 , il quale , art. 4»5. è comune a tut- 
te queste perpendicolari. 

Il piano projettante ha dunque la proprietà di contenere la 
Tetta data nello spazio e la sua projezione. Siccome questa 
projezione può essere sopra ciascuno de’ piano coordinali , vi 
saranno perciò tre piani projettanli , rispettivamente perpendi* 
colari ad ognuno de’ piani Coordinati. 

4og. Poiché la retta data deve trovarsi in ognuno de’ tré 
piani projellanti , c evidente eh’ essa sarò la comuue sezione 
di questi tre piani projellanti. Ora , questa comune sezione 
essendo egualmente determinata dall’ incontro di due soli piani 
projettanli , segue perciò , che per fissare la posizione del- 
la retta RL (Fig nello spazio , basterà dare due de’ tre 
piani projettanli. 

Delle equazioni di una retta Situata 
nello spazio. 

4io. Prendiamo arbitrariamente sopra una retta KL situata 
bello spazio , un punto M le cui coordinate le rappresente- 
remo con x , y , z 5 abbassiamo da questo punto ÌU la per- 
pendicolare MQ sul piano zx (Fig.g4) j il piede Q di questa 
perperdicolare sarà un punto della projezione della retta KL 
sul piano xz. Ora il punto Q è determinato sul piano zx dal- 

Bouoharlat . 16 
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geometria 'analitica a tre dimensioni 
Ir coordinale A P e PQ , che sono precisamente te coordina- 
te z ed t del punto M. Dunque queste coordinale z ed a; del 
punto M hanno la proprietà di appartenere ancora ai punto 
Q della projezioiie della retta KL sul piano zx. Quello che 
diciamo del punto M potendo applicarsi ad ogn’ altro punto 
della retta KL , segue da ciò che le coordinate 2 ed x so- 
no legate tra loro mediante 1’ equazione delia projezioiie della 
retta KL sul piano zx. Questa projezione essendo una linea 
retta situata nel piano zx , se noi rappresentiamola sua equa- 
zione con z — ax + 'e coordinate * ed x di un punto qua- 

lunque della linea retta dovranno dunque sempre soddisfare 
a questa equazione , o , ciò che vale lo stesso , se una delle 
coordinate è data , questa equazione determinerà il valore del- 
1’ altra. 

4n. Si proverebbe similmente , abbassando la perpendi- 
colare MQ' sul piano zy , che le coordinate' AP=z , PO' — y 

di un pnnto M della retta KL sono legate tra lóro dall'equa- 

zione z =by fi , la qual’ è la projezione della retta RL 
sul piano zy. 

4 12 . In fine, abbassando dal punto M la perpendicolare 
MQ'' sul piano xy , sarebbe facile di assicurarsi che con lo 
stesso processo che le coordinate * ed y di un punto qualun- 
que della retta KL sono legate tra loro dall’ equazione della 
projezione di questa retta sul piano xy. 

4<3. Due di queste equazioni bastano per determinare la 
terza. Tn fatti , le coordinate x , y , z appartenendo ad un 
medesimo punto della retta KL , se si elimina z tra 1’ equa- 
zioni z = na:-j-« 2 , z ss hy -j- fi , si troverà 
a *— fi 

y = —x -j 

b b 

Questa equazione , che è del primo grado , esprime la re- 
lazione che esiste tra le coordinate a? ed y e per conseguenza 
dev’essere quella della projezione della retta sul piano xy (*). 


(*) Sa si avesse ancora qualche dubbio , rappresentiamo 
con y ~ A* -j- B l'equazione della projezione sul piano xy. 
Egli è facile di provare che questa equazione è identica con 
V equazione 

a * — p 
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4*4. Risulta da quanto’ precede , che quando si danno due 
delle equazioni delle projezioni , la posizione della retta dev’es- 
Sere fissata nello spazio. In fatti , se sopra i piani coordinati 
che contengono queste projezioni , si tirano due piani perpen- 
dicolari , questi piani saranno i piani projettanli. Ora , abbia- 


te fatti , sieno x' , j 1 , z' ed x" , y" . t n , le coordina- 
te di due punti della linea retta ; queste coordinate dovendo 
soddisfare nel tempo stesso a queste due equazioni , avremo 

a oc — 3 a *— & 

yl=^x'+2?, ;r '=-x'+ j>'~Ax»+B,y"=—x"+ — 

b b b b 

S i ricava con f eliminazione di y 1 e di y 1 ' . 

f a \ *— 3 > a \ é— p 

A — • — 1 x'-f-A? sso, [ A — |x ; '4-A? = o. • ;s ( i ) 

< b / b \ b/ b 

Sottraendo queste due equazioni (ì) V una dall'altra , si ha 

. 

te coordinate x' ed. x" essendo per ipòtesi ineguali , qué- 
sta equazione non pub essere soddisfatta che quando si ha 


cioè a dirti 


A s= o 


à 

A—~ 

b 


Questo vaiare riduce una delle equazioni (i) ti 
la quale dà 


. ( «-4 ) 

è ==o 


È: 


(t’Àutore) 
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mo veduto, art. 4°9 j che con la loro intersezione essi deter- 
minano la posizione della retta nello spazio. 

4 » 5 . Le equazioni delle projezioni di uua retta nello spa- 
zio sono chiamate le sue equazioni. 

Soluzioni di diversi problemi relativi alla linea 
retta nello spazio. 

PROBLEMA PRIMO. 

4 16. Trovare le coordinate del punto in cui la retta che ha 
per equazioni. 

x~az-{- a, _y = Az-f/S. 
incontra uno de' piani coordinati- 
si questo piano coordinato è il piano xy , si farà jao, 
e si otterrà x :s: a , y ~ fi per le due coordinate di questo 
punto. 

Questo stesso processo si applicherebbe agli altri piani ; ma 
bisogna osservare cbe allora e d’ uopo di avere 1’ equazione 
della terza projezione. Per ottenerla si eliminerà * tra le equa- 
zioni date della retta , e si troverà 

b 

y — fS = -_(* — «). 

a 

Se dunque si fa y~o , le due equazioni che contengono 
questa variabile daranno 

0 «£ 

x — , x =s te — — 

b b 

per le coordinate del punto in cui il piano xx è incontrato 
dalla retta. In fine, facendo x=o , si troveranno similmente 

a b 

*= j y — fi <*• 

a a 

per le coordinate del punto in cui la retta incontra il piano xy. 
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PROBLEMI SULLA RETTA NELLO SPAZIO 2*^ 

PROBLEMA II. 

Trovare le equazioni di una linea retta assoggettata 
a passare per un punto- 

4*7’ Siano x l , y 1 , z> ì le coordinate di questo punto dato. 
Le equazioni della retta data saranno di questa torma 

* = «*-{- » . . . . (a) , 
y = bz + ft . . . . (A) , 

e poiché le coordinate x l , y , V , debbono soddisfare a que- 
ste equazioni , si avrà perciò 

*' = az' -f ( c ) y 

y'z=zbz'- \-fì (d). 

, Mettendo nell equazione (a) il valore di a ricavato dall’equa- 
zione (c) , e nell equazione (A) il valore di fi ricavalo dat- 
I equazione ( d } , ovvero , il che è lo stesso , eliiniuando a e 
fi tra queste equazioni , si otterrà 

x — xt — a{z-z') , y— y' — b{z~. z'). . . . ( e ). 

\ 

PROBLEMA IH.. 

4t8. Trovare te equazioni della retta assoggettala a passare 
per due punti. 

Siano x * , y' , z' , ed st" , y u , z" , le coordinale di que- 
sti punti. Assoggettando la retta a passare pel punto x',y», z r , 
sr troveranno le equazioni (e) ; queste equazioni dovranno es- 
sere soddisfatte dalle coordinate x " , y" , z". Mettendo quin- 
di queste coordinale in luogo di x di y e di z , queste equa- 
zioni diventeranno * ^ 

x" — x' =z a , yo—yi = A( s n__ 4 i) - y 

dalie quali si ricava 



Sostituendo questi valori nell’ equazioni ( e > , si avranno 
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GEOMETRIA ANALITICA A THE UlMEWsioMI 
x'i — x 1 y' 1 — y' 

x — x'= (*—*') , y-y'— - (*—*')■ 

z" — z< s* 

clie saranno k equazioni di una rena assoggettata a passare 
per. un punto. 

PROBLEMA IV. 


4ig. Trovare la condizione necessaria affinché due rette date 
nello spazio s’ incontrino. 


Siano le equazioni di queste rette , 

x = az-\- <*, y = l>z + 0. . . , (/) , 
x = a'z-f , y = p'. . • . ( g )■ 

Le coordinale debbono essere le stesse al punto del loro 
Incontro. Eliminando dunque le Ire variabili * 1 ^ 1*1 tra 
queste quattro equazioni, si troverà ip primo, sottraendo le 
equazioni (g) dalle equazioni ( f ) , 

(a — a') * - j- « — tj — o. . . . (h) , 

(*-*»). + 0—0»= o. . . . («); 

ed eliminando « tra le equazioni (A) ed (È) , si otterrà 

(<*' — «)( A'— A ) — (0'-0 )(«'—«) = «• 

Questa è la condizione necessaria affinchè due rette s’ in- 
contrino. 

4ao. Se si sostituisce il valori di - dato dall equazione 
pella prima delle equazioni (./") , ed il valore di z dato dal- 
1’ equazione (t) nella seconda delle equazioni (_/") , si deiermi - 
perauno le coordinate x ed y del punto d’intersezione. Se si 
aggiunge l’espressione di s ricavata dall’equazione (A), saran- 
no le coordinate del punto d’ intersezione 

(«' — et) aj — a> et 

x — a - + * = — , 

a — a 1 a — a' 



A'0 


b — U 
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4ai. Quando si lia a'=za , e b'=b, questi valori delle coordi- 
nate saranuo infiniti. Per conseguenza le rette saranno pa- 
rallele , poiché le medesime s' incontrano ad una distanza 
infinita. Dunque , affinchè due rette , le cui equazioni pos- 
sono essere rappresentate in generale dalle equazioni (y) e tg), 
stano parallele , le condizioni di questo parallelismo sono u—a'. 
e b = b'. 

problema v. 

4 22 - Per un punto dato if , y 1 , z 1 , tirare una parallela 
alla retta che ha per equazioni x~a f z-}~* , y;=b'z-|-0. 

Questa retta essendo assoggettata a passare pel punto x' } y l , a', 
essa avrà le sue equazioni di questa forma 

*~x J — a(i — z 1 ), y—y' =£(*—*'). 

Per esprimere la condizione del parallelismo , faremo 
a = a » , 5 = 6», 

e troveremo per le equazioni di questa retta 

x — - x' ~ a 1 ( z — *' ) , y — y' = b' ( x—z> ) 

PROBLEMA VI. 

4a3. Trovare la distanza di due punti le cui coordinate 
sono x' , y' , z' , ed x" , y" , z". 

Siano M ed M' questi punti (Fig.q5) , ed 
AP=*",PQ— QM— z", A.P'=x>, P'Q'=y',Q'M'=z' , 
loro coordinate. 

Avendo tirate le rette QQ' , MM' , se dal punto M il me- 
no elevato al disopra del piano xy , si tiri una perpcudtcola- 
re MN sull'ordinata M'Q' , il triangolo MNM' rettangolo in 
N darà. 

MM'* = M'N* -f MN* , 
ossia MM'* = (*'_*")»_ j- QQ'». 

Il triangolo QLQ' rettangolo in L , dà 
QQ'* = QL* + Q'L>, 

ossia QQ'’=(*' —a." )*+(/_//)». 

I 
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Sostituendo si ricava 

MM'* = (*' - z")H-(*' _ *'Q> -|- (/ _ y »y. 
e per conseguenza sarà 

mm 1 = yl^x'—x'T-i- y'—y"Y+{.-— *")S 

«spressione della distanza de punti M , />!'. 

424. Se il punto M' coincide con l’origine A (Fig.96) al- 
lora MM' , diventa AM , e le coordinale del punto A essen- 
do nulle , si ha 

AM 1 == a;' 1 -f- jd* -f- z 1 '. . . . (k). 
TEOREMA 

425. La somma, de' quadrali de' coseni degli angoli a, (S , y, 
che una retta fa con gli assi coordinati , è eguale all'unità 

Siano sempre x’ , y> , z', ed x" , y" , a 1 ' , le coordinate 
de' punti M' ed M , per i quali passa una retta MVF (Fig.gS)* 
L’angolo che questa retta là con l’asse delle z essendo y , ed 
M'Q' essendo uua parallela a questo medesimo asse , 1 ’ angola 
M' = y e siccome l’angolo N è retto, si ha perciò M'N — t 
MM'cos y, ossia z 1 — z 11 — MM' cos y. Per la stessa ragione, ti- 
fando due ordinate x 1 ed x" sul piano yz , e due altre y‘ ed 
y" sul piana xz , si troverebbe che x ' — x"=; MM'cos a, Ci- 
che y' — y n — MM'cos fi- 

Sostituendo questi valori nell’ equazione (j) , si 'ottiene 
MM'*=MM ta cos »' + MlVF’cos fi' -fr MM'*cos y' j 
E dividendo, per MM' ’ , verrà 

t == cos a ’ + cos fi' -j- cos y'. 

thobljfma VII. 

426, Trovare il coseno delV angolo formato da due rette che- 

s' incontrano nello spazio . 

Siano 

X = az -f- a y x — a! z-|r d 
y=:bz+t S , y=b'z- 

fc equazioni di queste rette. Tiriamo per V origine (f’ig. 96 > 
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due rette AL , AL' parallele alle rette date. Le equazioni di 
AL , e di AL' saranno 

v * x = ai , x ss a't 

y =* bt , y ss i's. 

Le rette AL ed AL' formando tra loro lo stesso angolo 
delie rette date , la quistione si riduce a trovare il coseno 
dell’ angolo LAL'. 

A tale oggetto , prendiamo le parti AM , AM' eguali al- 
1’ unita , e tiriamo MM 1 ; avremo nel triangolo AMM' que- 
sta relazione 

MM ; * 55 AM* -f-AM'*— ■ aAM . AM* cos MAM' (*), 
dalla quale si ricava 

AM*-f AMf* — MM'* 

cos MAM» — *— ( n. 

sAM.AM' 

E rappresentando sempre con x 1 , y l , a' le coordinate del 
punto M' , e con x" , y ", i 1 * , quelle del punto M , avre- 
mo , art. 4 2 3 , 

MM'*=(V — j?")*+(y'— -y' f )*-jL.( 3 r_jV)a 

y "’+ a^V'+yV'-j-sV') 

ed osservando che AM' esprime la distanza del punto x ' , y', 
a' al punto A le cui coordinate sono nulle , l’ equazione 
(k) ci da 

AM'* =s * 7 *-f-y'* -j- *'* j 

similmente 

AM* =5 x"’ -J- y " » -J- 


(*) Per dimostrare questa proposizione , da un' estremo dì 
MM 1 ( Fig. 97J , si abbassi la perpendicolare MN sul lata 
Opposto , si ha 

MNxzAM sen A , AN = A M cos A. 
sostituendo questi valori nell' equazione 

MM 1 ' = MI V* -J- ( AM> — AN )- , 

^ + cos ^ , -‘ J e riducendo , st il palare 
* ' (L’Autore). 
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Sostituendo questi valori di MM'*, di AM' 1 , e di AM’, 
nell’ equazione ( /) , essa si riduce a 

(/V'+vy+i 1 :'') 

cvs MAM' = i , 

aAM.AM' 

ed a causa che AM ss AM' — i , questa equazione diventerà 

co$ MAM' =*'*"+/ y"-f z' a". 

Ciò posto , il punto x" , y" , s" , essendo sulla retta AL , 
che ha per equazioni x ss at , y ss bt , si ha 

x' 1 = at" , y" = bt" 

Similmente, il punto , y' , J essendo sulla retta AL' , 
le ccordinate x' , y' , t 1 soddisfaranno alle sue equazioni , e 
•i avrà 

x 1 ss af x 1 , y’ — Vt 1 . 

Sostituendo questi quattro valori di x 1 , di y ' , di x" , e di 
j" , si troverà 

cos MAM' = (ss' + il' + i)i , j". . . (m) 

Cerchiamo ora i valori di *' e di t V , in funzione delle co- 
stanti a e b , a 1 e bf . 

Si hanno tra le coordinate del punto M' le tre equazioni 

X 1 — at 1 , y' ss bt 1 | tr' 1 y'* ~h *** ~ *• 

Sostituendo nella terza equazione i valori di x' e di y' rica- 
vati dalle due prime , verrà 

I 

a'* (o* i’ t ) = I , e quindi *’ ss ■ ; , 

V 

Cou un simile processo si troverà 


Va/’+ò'*+ 1 

Sostituendo questi valori di a' e di t" nell' equazione (rn) , si 
ottiene in line 


cos MAM’n 


aa' -j- bb‘ + 




(») 


espressione del coseno deir angola formalo dalle rette che hanno 
per equazioni x — az — j- j* , y = bz-j-/J, ed * ss a' z a»', 
y =;b'z + £«. 
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4 * 7 ; Se r angolo MAM' è retto , allora cos MAM' = o 
e perciò sara aa' -|- bb' 4- 1 ~ o (*). 


f‘) Se le rette sotto parallele sarà l'angolo MAM 1 zz O e 
quindi cos MAM 1 = 1 , onde dovrà essere 

_ . aa' -f- bb' -f- t 


Va’ -j- b 1 -J- 1 Vaf’-f-b'’ 4. i 

dalla quale si ricava 


Va*+'b’ 4- t Va ' 1 4 - b<’ 4 - , = aa' 4 -bb' 4 , * 

e quindi 

(a*4-b’4 - 1 )(a'*4-b'’4- i^aa^bb^,)*. 

Sviluppando e riducendo , verrà 
.a’b'’— 2aa'bb'4,b’a'’4a’- f zaa'4.a , ’4,b’— abW^b'^o, 
ossia 

(ab'— ba')’4,(a— a')»4,(b— b')*=o. 

Ma quando la somma di pià quadrati è zero , dovrà essere 
fero ciascuno di essi , perciò si avrà 

ab' — ba'=o , a — a'— o , b — b '— q 
dalle quali si ricava 

a=-a' , b— b' , ab'r=ba' 

e si vede che (a lena equazione è una conseguenza delle due 
prime. Dunque quando due rette sono parallele dovrà essere 

a=a t , e b=b v 


fl che corrisponde alla condizione trovata nell" art. 42 1 ■ 

Se nella forinola sen’==i— cos’, si mette il valore di cos MAM\ 
fi troverà 


seti MAMi'= 


(aa' 4- bb' 4 " 

( a> 4 -b’ 4 - •)(**' ' 4 -b' * 4-0 * 


e riducendo il secondo membro allo stesso denominatore , e svi- 
luppando , verrà 


(a— a* / 4 -(b— b')> 4 -(ab'— bu')’ 

sen MAM" — — ■ ■■■ ■ 

(a’4-h’4.i)(a'’4-b'’4„) 

dalla quale si ricava 
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Problema Vili. 

4i8. Trovare, i coseni degli angoli che una retta che passa 
per l origine fa con i tre assi rettangoli. 

Questo Problema è un caso particolare del precedente. Esso, 
è quello in cui una delle rette AL , AL' (Fig.g6) ; coincida 
con uno de' due assi : supponiamo dunque che la retta AL 1 , 
per esempio , si confonda con 1’ asse delle a ; quest’ asse , che 
c l’ intersezione comune de’ piani x z e xy , è esso stesso la 
sua projeztoue sopra uno di questi piani. Ora , nelle equazio- 
ni xzxz alz ed y = b'x , della retta AL' , a 1 e b 1 sono le Un- 
genti trigonometriche degli angoli che le projezioni della retta 
sopra i piani x z ed yz formano oon 1* asse delle x ; e sicco- 
me noi abbiamo veduto che le projezioni e la linea proietta- 
ta AL' si confondono con 1’ asse delle z , ue risulta perciò clic 
queste tangenti sono nulle. / 

Questa ipotesi riduce 1* equazione (») a 

i 

cos MAZ t ........ (o) 

Va’ -{- b % -f-i 

espressione del coseno delt angolo che fa con V asse delle 
z , la retta che ha per equazione r=ai, y = b z. 

Se la retta AM' si confonda con F asse delle x , essa si 
trova nella comune intersezione de’ piani xx ed ty e per 
conseguenza si confonde con la sua projezione su questi piani ^ 

I » 

allora 1’ equazione x ss a' x posta sotto questa forma x - x 

t a' 

da — per la tangente trigonometrica nell’ angolo che la pro- 
a' 

jezione della retta AM' sul piano xx , forma con 1’ asse delle x t 

m HA* = 

vr’+b’+t Va' 3 -f-h ,a -j- r 

DalC espressioni di sen MAM' , e di cos MAM' , si ottiene 

M mam‘ = J^rSEFSEEEEì 

a»' -j- bb' -f - 1 

(Il Traduttore) 
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I 

e risulta da quanto precede che — 2= a Similmente 1 ' equa- 

a> 

V 

tiene della projezione sul piano xy essendo y = — * x (*) , si 

a* 

V 

conehiude con lo stesso ragionamento che — “ o. Ciò posto, 

a 1 

dividiamo l’ equazione (n) per a* , troveremo 

b> . 

, a b ] 


1 2 

i H 1 ; 

a' * a'’ 

cancellando i termini che son nulli , questa equazione diventerà 

a 

cos MAX = — 7 ■ — • ■ ■ ■- . .. , . (p) 

V 1 -j>- a*-\-b‘‘ > 

'espressione del coSeno dell' angolo che fa con V asse delle X 
'una retta che ha per equazione x=az , y~bz. 

In fine si troverà con lo stesso processo 

b 

cos MAY = . . , . , fai 

Vt 

* espressione del coseno deW angolo che fa con V asse delle y 
“una retta che ha per equazioni x = az , y = bz (**). 


(*) Questa equazione si ricava dall' equazioni x = a' z , 
y — b'-z con eliminare z. 

(**) Le espressioni de' coseni degli angoli che una retta fa 
con i tre assi , si potrebbero più facilmente determinare , in 
‘ questo modo. V olendo V espressione del coseno deli angolo che 
una retta che ha per equazione x=az , y=bz fa con i «sse 
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Seconda soluzione del Probrema vili. 

429. Si possono dimostrare le forinole precedenti a priori j 
nel seguente modo. 

Siano * , y , z {Fig.98) , le coordinate AP , PQ , QUI 
di un putito M della retta AM , ed x=az , y—bz , le equa- 
zioni di questa retta. Se pel punto M si tiri in P la reità 
MP, questa retta trovandosi nel piano MQP formato dalle 
coordinate * ed y , del punto M , essa sarà in un piano per- 
pendicolare all’ asse delle x , e perciò 1 ’ angolo APM sarà 
retto , e chiamando & l’angolo MÀP, si avrà questa proporzione 

1 : cos a i : AM : AP ; 


delle z , si osservi , che l asse delle z ha per equazioni x=ztì, 
ed y—o ; ma l'equazione, di AL 1 si è rappresentala con Xrrza'z, 
ed y=b'z , quindi affinché la retta AL' diventi V asse deità 
z è d uopo che le equazioni x=a'z , y=b'z di AL' , diven- 
tino i=o, y = o , che sono le equazioni de IV asse delle z 4 
ossia che dovrà essere a'=o , b'zrzo. Facendo dunque a=o ^ 
e b=zo , nell' equazioni (n) , si troverà . 

cos MA Z ~ — — * 4 

Va* -J- b’-j-i 

Similmente affinchè la retta AL 1 coincida con tasse delle t f 
è necessario che le equazioni di AL' x=a'z, y za b'z , s Ze- 
no quelle stesse delC asse delle x , cioè y == o , z za 0. Orti 
le equazioni di AL' si possono mettere sotto questa formd 

1 = — x , y za b'z , e perciò affinchè queste equasioni siena 
a' 

1 

le stesse di 1 = 0, ed y az 0 , dovrà essere — az 0 , b'zao. 

a* 

i 

Dividendo t espressione (n) per «l , ed indi facendo — az o # 

a 1 

b' = o , essa si riduce a 

. 

cos MAX = . - . 

V a * + b» + » 
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dunque sar'a 

AP * 

AM 

Nello stesso modo si troverebbe 


y 

cos & — — , cos y — 


z 

y > +** 


Mettendo in luogo di x e di y i loro valori dati dalle equa- 
zioni .m sa* , yz=zbi , e dividendo per z i due termini di cia- 
scuna frazione , si troveranno le espressioni ^o) , [p) , (q) , 
dell' articolo precedente. 


PROBLEMA IT. 


43o. Conoscendo i coseni degli angoli che formano due rette 
con gli assi coordinali , trovare V espressione del coseno del- 
V angolo che queste rette J ormano tra loro. 

Siano « , fi , y , gli angoli che la prima retta forma con 
gli assi delle x , delle y , e delle a ; e siano « , fi 1 , yf , gli 
angoli che la seconda retta forma con i medesimi assidette at, 
delle y e delle z } e sia p l’angolo che queste rette compren- 
dono tra loro. 


Finalmente affinchè AL 1 si confonda con f asse delle y , 
dovranno le equazioni di AL' , sssa'z , yssb'z , ossia xssa'z, 

t 

z — — y essere identiche a quelle dell' asse delle y , che so~ 

i 

no x ss o ed z =2 o ; e perciò dovrà essere a' ss o, e — ss o. 

, ' ' V 

Dividendo V espressione (n) per b' , ed indi facendo a' ss o , 

i 

-o. essa ci darà 
b> 


cos MAY — : 


Va’ 4- b' 4- 


(Il Traduttore) 
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Le equazioni di queste rette essendo rappresentale da 

* r= az -f- a. , <r = a'z + J 


y—bi-\-(i » y — 
•»i avrà , art. 4*8 } 

a b 


cos et — 




, cos &— _ 

’-p-ò* V i-f-a’-J-ò 

n> b 


,cos y — 


Vi-j-a’+£* 
1 


•_,cos0'~- 


icofy—- 


' ’ Vt+a' , +i'’ Vi+n’+A 1 

moltiplicando in ordine i corrispondenti termini di queste li- 


nce si troverà 


aa‘ == cos a cos #' Vi -f- a’-f-i’ Vi -f- a h -J- b'* 
lb' — cos /? cos p' Vi -f a’-f£’ Vi + fl'> + b " 

1 = cos y cos y' Vi-f-a'+i* Vi -\-a u ~\-b ,% . 

Sostituendo questi valori nell’ espressione (n) del coseno del- 
1 ' angolo formato da due rette , art. 4 2 ® > essa diventa 

cos p = cos B cos et + cos £ cos £* + cos V cos » 

espressione del coseno dell' angolo formato da due -rette , da- 
to in f unitone de coseni degli angoli che queste rette fanno 
con i tre assi coordinati . 


Dell* equazione del piano. 

43 1. Si chiamano tracce le comuni intersezioni di un pia- 
no , e di una superficie , con i piani coordinati. 

43a. Consideriamo prima di tutto un piano che passi per 
1’ origine. Egli è chiaro che quando sono date le tracce Al* , 
AK (Fig. 99 ) di un piano con i piani xz , ed yz , ovvero 
ciò che vale lo stesso , se sono date le loro equazioni , in tal 
caso la posizione del piano resterà fissata. In conseguenza , 
quando si avranno assegnati de valori arbitrarli ad x e ad y , 
ne risulterà quello di a; poiché esso sarà determinato dall in- 
tersezione del piano con questa coordinata s. Dunque vi esi- 
ste una relazione necessaria tra x , y * * 5 questa relazione e 
quella che si chiama 1 ’ equazione del piano. 
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Problema i. 

433. Trovate V equazione del pianiti 

Siano AB, AC (Fig. 100 ) le tràcce del plano dalo sopra 
1 piani xt , yz. Se per lo punto M situato sul piano , si tiri 
in quésto piano la retta MD parallela alla traccia AB , que- 
sta parallela incontrerà 1’ altra traccia AC uel punto D. Ti ria* 
mo per questo punto D uha parallela DE all’ asse delle x. 
Gli angoli MDÉ , BAX , formati da’ lati paralleli , provano 
il parallelismo de piani MDE , BAX. Ora quest’ultimo piano 
è lo stesso che il piano ZAX , il quale è perpendicolare a’due 
altri piani coordinali xy , ed yz. Dunque anche il piano MDE 
sarà perpendicolare a’ piani xy ed yz. 

Segue da ciò che se dal punto M , si abbassi la per- 
pendicolare MQ sul piano xy y .questa perpendicolare sarà nel 
piauo MDE 5 per conseguenza Dii ed MQ , che sono paralle- 
le agli assi delle x e delle * , si taglieranno ad angoli retti 
in un punto G , bèl piano MDÉ. 

Ciò posto è chiaro che MQ = QG 4 . MG* 

_ Ora , tutte le perpendicolari abbassate sul pìaiió xy da’pun* 
ti della parallela DE, essendo eguali ed avendo la stessa or* 
dinata y , ne risulta che 

GQ = DH = AH ian DAH == y tari DAtì; 

t)a un’ altra parte si lia 

MG ss DG lati MDE , 

e poiché gli angoli MDE y BAX sono eguali y e ché la pa- 
rallela DG all’ as.se delle x , è eguale all' ascissa AP perchè 
Comprésa tra il piànó yz , e 1’ Ordinata MQ, si potrà id luogo 
di tan MDE e di DG , sostituire tati BAX y ed AP =2 x nel* 
V espressione di MG , e si avrà 

MG ss x tan BAXi 

Se si mettono fieli* equazione 

MQ — QG + MG 

i valori trovati per QG e per MG , si avrà 

MQ , ossia z — y tati DAH -j- X tan BÀ3L 

Chiamiamo b ed a queste tangenti degli angoli DAÌ1, BAX , 
Boucharlal j n 
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formati dalle tracce con gli assi delle y e delle x, àvfcfnó 

z — ax - 1- ly, equazione del piano che passa per l'origine. 

434- Se il piano non passa per 1’ origine , esso incontrerà 
1’ asse delle z , o il suo prolungamento. Supponiamo dunque 
che il piano C'B 1 (Ftg.ioi) incontri l’asse delle z io A' f 
e siano x , y , z , le coordinate di un punto M' di questo 
piano. Se si tiri per l’ origine A un piano CB parallelo al 
piano C'B' , e che si chiami z> l’ordinata QM di questo se- 
condo piano j è .chiaro che QM , e QM'differiranuo di MM' 
t=:AA '=c , e si arri dunque zs=z‘~\-c.f t Ora 1’ ordinata shtp. 
partenendo al piano CB , che passa per 1’ origine , si avrai 
ax-\-l>y , per conseguenza 1’ equazióne precedente divente- 
rà zxxax-\-by-\-c. Se il piano taglia l’ asse delle z nel suoi 
prolungamento , allora sarà c negativa. 

435. Per dare maggior simmetria alla precedente equazione y 
la moltiplicheremo per la quantità arbitraria C , e facendo 
passare in seguito tutti i termini nel primo membro , avremo 

C z — Cax — C hy — Cc = o. 

facendo 

— Ca ~ A , C b — B , — Cc — D. 

questa equazione diventerà 

Ax-f-By-j-Cz-f-D=ro , equazione generale del piano < 
problema 11 . 

436. Trovare f equazione di un piano perpendicolare ad uno 
degli assi coordinali. 

Se questo piano è perpendicolare , per esempio , all’ asse 
delle z , tutte le z saranno tra loro eguali , si avrà dunque per 
1’ equazione di questo piano 

1 — costante. 

Per la stessa ragione , se questo piano è perpendicolare al- 

F asse delle y , la sua equazione sarà 

. ; 

y — costante. 

In fine , se questo piano è perpendicolare all* asse delle x y 
la sua equazione sarà 

* ss cos/ante. 


/ 

/ 
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in ciascuna di queste equazioni le due variabili cli'essa non 
contiene sono arbitràrie ; per esempio , se si avesse z — a , 
e che si prendesse ad arbitrio x=zm , y=zn , le tre coordinate 
fu , n e da basteranno per determinare un punto del piano. 

problema ut. 


4 3j. Trovare la distanza daW origine al punto ut cui ini 
piano incontra uno degli assi ■ 


Consideriamo il punto in cui il piano proposto incontra l’ps- 
Se delle a. Questo punto avrà là proprietà che hanno tulli gli 
altri plinti che sono ?u quest’ asse : ora , per ogni punto di 
huest’ asse x = o , ed y — o; sostituendo dunque questi valori 
nell’ equazione del piano , essa si ridurrà a 


dalla quale si ricava 


Cz -j— D "i • o. 

ì> 


C 

per 1 ’ ordinata del punto d’intersezione , cioè a dire per la di- 
stanza dell’ origine al punto in cui il piano proposto taglia l'assf 
delle z. Quello che diciamo di quest’ asse può applicarsi agli 
altri ancora (*). 


i— : ; ; : — 

(*) Sia Ah -f- By -f- Cz-j- D t equazione del piano MNP 
(Fig.G, tav. 7 ) che sega i tre assi coordinati. Facendo suc- 
cessivamente y—o , z=o , poi x— o , z=ro , ed indi t—o , 
, si avranno 

D b T> 

x=AM= — — ,j = AN=e t~AP~ ; 

A B C 

Le rette MN j MP , ed NP -, saranno le tracci . del pianò 
dato con i tre piani coordinati. Ora è evidente che il pianò 
dato intersecando i tre piani coordinali formerà con essi una 
piramide A MNP, tale che i tre angoli piani che compongono 
r angolo triedro A sono tulli retti. Dal puntò . . A si tiri nel 
piano MAN la retta AQ perpendicolare ad MN i e si con- 
giunge PQ , la quale sarà pure perpendicolare, alla iiessd 
MN. Ciò fatto essendo; 
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PROBLEMA IV. 

438. Trovare le equazioni della traccia di un piano sopra uno 
de' piani coordinati. 

Prendiamo prima il piano xy per questo piano coordinato , 
la traccia essendo formata da’ punti del piano proposto che si 
trovano sul piano xy , ne segue che facendo * = o , nell'equa- 
zione del piano rappresentai* da Ax-j-13y-{-Cs-j-l)==o , essa 
si ridurrà a quella della traccia , e si avrà per conseguenza 

Ax-f-By-4-D=o , equazione della traccia sul piano xy 

Facendo successivamente y = o , ed x — o , si avranno 
similmente - 

By Cs-f-D=° > equazione della traccia sul piano yz. 
Ax-\-Cz-\-B=.o , equazione della traccia sul piano xz. 


MN z=VaM~'+AN' , 

mettendo in luogo di AM e di AN i loro valori trovati , si avrà 

D 

AB 

Di più. essendo i triangoli rettangoli MNA , QNA siniiU 
tra loro , avremo. 

MN : MA : : NA : AQ. 

e sarà 

AM. AN 

AQ— • - * 

MN' 

\ 

e mettendo i valori di AM di A N > e di MN ^ verrò 
A ®~\A'+B r 

Il triangolo rettangolo P AQ , ci dà 
PQ * =5 AQ'-\-AP ’ 
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PROBLEMA V. 

I . » * ». 

4 3t). Trovare l' equazione di un piano perpendicolare ad uno 
de' piani coordinali. 

Supponiamo che questo piano coordinato sia il piano xy , 
l'equazione della traccia BC (Fig.toa) sul piauo xy potrà 
dunque essere rappresentata con y— n.r-|-£. Se si prende sul 
piano ,-ry un punto Q le cui coordinale x 7 , y‘ , soddisfacciano 
a questa equazione , questo punto sarà sulla traccia , ed ele- 
vando da questo punto un’ ordinala QM— z , questa ordinata 
si confonderà col piano cercato , e per conseguenza , qualun- 
que valore che le si dia , essa determinerà sempre un punto 
che apparterrà al piano. Si vede dunque che in questo caso x 
ed y sono legale tra loro con 1’ equazione della traccia del 
piano BD , e che * è arbitraria. 


e mettendo in luogo di AQ , e di AI 1 i loro valori trovali , 
c riducendo , avremo 

D'(A’+B'-\-C’J 

P'Q - ■ , 

C\A'+B') 

e quindi sarà 


PQ=z 


A*+B'+ C’ 


c Va‘+b* 

Il triangolo PMN ci dà 

Aja PMN = I PQ X MN. 

e sostituendo m luogo di PQ , e di MN le loro espressioni , 
e riducendo , verrà 

Z>’V A’+B'+C* 

Aja PMN =: ••*(»)• 

a ABC 

In altre essendo. 

Aja PAM = \ AMXAP-, Aja PAN=z 5 AN X AP , 
Afa MAN — ±AMX AN , 
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Questa ditnostraziine poteudo applicarsi agli altri piani y» 
e ix , si potrà conchiudere che f’ equazione di un piano per- 
pendicolare ad uno de' piani coordinali , si riduce a quella 
della sua traccia su questo piano,. 

In fine, se fosse proposto di trovare l’ equazione di un piano, 
perpendicolare al piano xy , e che passi per l’origine , in tal 
caso la costante b è nulla , e 1’ equazione di questo piano s.t 
riduce ad y ss ax. 

Tutto ciò si applica ancora agli altri piani coordinati. 


punendo, in luogo di AM , AN , e di AP i loro calori , ferri 
pi p » D ’■ 

Aja MAN ss , Aja PAM ss — , Aja. PAN=—, 

2 AB zAC a BQ 

dalle quali equazioni ricaviamo 

• m D* 

(Aja MAN ss , ( Aja PaM)'=z — , 

4 A, C* 

D> 

(Aia PAN )* = . 

S ' 4B'C* 


qddiiionandf) queste equazioni , verrà 
{Aja MANY+(Aja PAM)'M A jaPAN)'=z 


©4 (A’+B'+C*) 
4 a, B‘Q* 


tpa V equazione (t) elevala a quadrato ci dà 

D^A'+B'+C’l 

44'B'C * 

dunque essendo eguali i secondi membri di queste equazioni ^ 
ayretnq 

(A)a MaN)>+( Aja PaM)'+( A ja jMÌV)>=( AjaPMN )* 

Cioè in ogni piramide triangolare trirettangola il quadralo, 
della faccia opposta all’ angolo trirettangolo è eguale alla som- 
ma de’ quadrali delle tre altre facce; proprietà analoga al Iriart- 


(Aja Ptylty 
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TEOREMA. 

44o. Se una trita è perpendicolare ad un piano , la proie- 
zione della retta sopra uno de piani coordinati sarà perpen- 
dicolare alla traccia del piano sullo stesso piano coordinalo'. 

* 

Per dimostrarlo , siano (Fig.io3) MN il piano coordinalo , 
BG il piano proposto , ED la perpendicolare a questo piano , 
CD la projezioue di ED sopra MN. 11 piano projettante EDC 
è perpendicolare ad MN , e poiché contiene ED , esso 
sarà ancbra perpendicolare al piano BG. Dunque il piauo CDE 
è nel tempo stesso perpendicolare a’ piani MN e BG. Dunque 
esso lo è ancora alla loro comune intersezione AB , la quale 
è la traccia del piano dato sul piano MN. Dunque la traccia 
AB è anche perpendicolare a CDE , e per conseguenza essa 
dev' esserlo ad ogni retta tirata nel piano CDE. Dunque essa 
larà ancora perpendicolare alla retta CD , che è la prujeziono 
della retta ED. 


PROBLEMA VI. 

44 1 - Far passare un piano per tre punti dati. 

Siano x 1 , y 1 , z 1 ; x v , y" , z" ; x 1 " , y" 1 , z 1 " , le coor- 
dinate de’ tre punti dati , si hanno per determinare le costan- 
ti A , B , C , D , le equazioni 


goto rettangolo. Questa i la pili elementare dimostrazione di questa 
verità ( per quanto è a mia conoscenza). Del resto questo teorema , 
che con un metodo diverso fu dimostrato la prima volta dal Sig. 
De Gua nelle Memorie dell’Accademia delle scienze anno ij83 , 
è un caso particolare del teorema generale dimostralo da' Si- 
gnori Lhilier e Carnai , il primo nella sua Poliedrometria 
( Memorie presentate all' Istituto da' dotti stranieri , tomo I- ), 
e 1' altro nella sua Geometria di posizione , cioè che. 

In ogni poliedro , il quadrato ai ciascuna faccia è eguale 
alla somma de 1 quadrati delle altre facce, meno il doppio del- 
la somma de’ prodotti di tutte quest’ altre facce moltiplicate a 
due a due , e pel coseno dell’ angolo dietro ch’esse compren- 
dono ( vedete Gernier , Puissunt } Lolteri ec. ) 

(11 Tradulloie) 


i 
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a*' + By + cy + d == o , 

A*" -A- By" + Ci" +0=0, 

Aar"'+ B/"-f Ci"'+ D =; o , 

dalle quali , eliminando successivamente due delle indetermi- 
nate A , B, C , si ricaveranno risultati della forma 

A = A'D , B == B'D , C — C'D (*) % 


0) Trovando realmente i valori di A , B , e C si trove - 
ranno tre frazioni del medesimo denominatore , le quali avran- 
no per comune fattore J> , che si potrà mettere eguale al co- 
mune denominatore delle stesse frazioni. E seguendo questi ced- 
erli si troverà 1 

A = (l> 

B = A'(x"_x"')+A"(T't'-xO+*'»(x'_x") ( 2 ) 

C — x'(y l '—y'"ftx''(y"'--y')+\ l "(y'—j") . , . . „ (a) 
D=z\ \j \-x"'(y'.i''--zY)(Ì) s 

La retta che passa per- i punti M' ed M" k cui coor- 
dinate sono x' , y'-, z' } ed x" , y" } z" } , avrà per equazioni 

X< X» yt yU 

X — — (z—z") , cd y—y> =*. (z—z 1 ). 

z'— z° z i__ z » 

Similmente la retta IIP MI « die ypossa i AP e di - 

•i»'" le cut coordinate sono . 

317 r J £ > 2 - ( > eti x'" > y'" , i'*' , avrà per equazioni 

x ' — x ; " yt yf/* 

*~ x ' ~~ ( z — z ') ed y—y' — (z— »') 

Quindi neW espressione del seno deli angolo M''JIPM"' com- 
preso dalle rette M"M' ed MM"‘ t «dia nota dell ar- 


ticolo 4vj , mettendo in luogo di a e di b i valori 

y»_y/A 

ed -, ; eri i* luogo cH a' e <£ b’ i valori 

z' — z" 



i'—V‘ 


> 
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C l'equazione del piauo diventerà ' - 

A'x -J» B<y -j- C'z -f- t =; Or. 

problema vii, 

44 2, T covare la condizione necessaria affinchè una retta sia 
perpendicolare ad un piano • 

Siatto x ~ az -j- « , 

y =s bs ff . 
le equazioni della retta 

ed Ax -J- By + CU -f D = a 

1’ equazione del piano. 

Facendo y = o , ai avrà , art. 438 , per l’ equazione della 
traccia sui piano ara, 

Ax D 

A* -j- CU -{- B — o , ossia j — — — — — , 


• « 

• (*)• 


j y'—y'“ 

^ ~ •— ) e riducendo si avrà 

V — z’« 

sen ~ 

V ! h'i 1 * - i lu )+y'<(i ,u — z')+ j'"(z' — *»)]’+ ) . 

( [z'(x"— x'")-fz"(x«c_ x')+ z«'(x* ì 

( [x'(j»'— y"') -f x"(y'"— y'-fx' ''(y*— y 1 * ) ]> j 

x*_x'‘j*4-(y'— y'0 1 +(z'— z 77 ) r V(x'_x"')»-j-(y'— 

Po un’ altra parte V aja del triangolo che tiene 

per vertici i tre punti dati nello spazio , ha per espressione j 
coni è noto , 

M"JU'M n '= 2 X M‘ ,l A¥ X sen M" M> M">. 

ed essendo , art. 4 2 ^ i 

M«M> — V(x'_x")'4-(y'— y")’-|-(z'— z' 1 )’ , 

= V( x »_x"7>4.(y'_yt'<)^^ i t_z'^ 
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Questa equazione , art. 44° , dev’ essere quella di una per* 
pendicoiare all’ equazione (r) della projegiofte sul piano xt. 
Questa equazione (r) dà 

a; n 

a a 

Ora , affinchè questa equazione sia quella di una perpendi* 
colare alla retta clic tiene per equazione 


A* D 



Sostituendo perciò questi valori nell' equazione dell' aja del 
triangolo M" M J M 11 1 , e mettendo in luogo di seu M" M' M"* 
il suo valore trovato , si avrà 

Aja =3 

V C faV' — z , ")+y"(i ,u — — z")]M- ) 

( -*")] + 5 

( |>'(y"— y"')+ 5t "(y" 1 — y’)-+*"'(y'— y")]* ) 

Osservando ora che le tre quantità elevate a quadrati , che 
sono sotto al radicale sono rispettivamente i valori di A , B , 
e C, trovati nell' equazione del piano che passa per i tre pun- 
ti M* , M* , M'V , e disegnati con (t) , ( 2 ) , e (3) , perciò, 
sostituendo questi coefficienti verrà 

Aja = I V A'-\-B'+C\ ..... (5) 

Ciò posta , è chiaro che per avere la proiezione 
del triangolo M'M" M ,u sul piano xy basterà fare nella for- 
molo (5) z'=o , z"-=o, z"'=o , ed in tal caso sarà A=zo % 
fl—o , e si avrà 

Aja m'rul'm" 1 = | C. ..... . ( 6 )* 

Similmente per avere f aja di n , u"a"> , eh' è la proiezione 
del triangolo M 1 M 11 M" 1 sul piano zy , si farà x '~o , x''~o t 
x'"—Q , e verrà 

Aja n' n" n , ' / — | /»'. 

IVe/lo stoso mollo st trova che l' aja della proiezione det 
triangolo M'M" Al" 1 sul piano xz è | £t. 
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p <i uopo , art. ini , cbe il coefficiente di as noli’ una sia 
aguale all’ unità divisa pel coefficiente di x nell’altra , preso 

A 

pop ùp segno contrario ; cioè a dire che — = a , e che si 

C " ' 

abbia per conseguenza A = p C. » 

Si troverebbe similmente , paragonando 1’ equazione (j) ale 
1’ equazione della traccia sul piano yx , che si deye avere per 
la seconda condizione B = b C ( ¥ ). 


PROBLEMA Vili. 


^43. Trovare le condizioni necessarie affinchè una retiti siti 
parallela ad un piano- 


Siano 


se =1 ax -f- a 


y — h + fi* 

le equazioni della retta , ed 

A* + By + C*-f-D = Q. 

\' equazione de) piano. 

Se si tiri per 1’ origine una retta ad arbitrio , ed un piano 


a ■ ■ 1 11 ■ " » 

Quindi possiamo conchiudere che nell’ equazione di un pia- 
no che passa per tre punti dati , il coefficiente di ciascuna coor- 
dinata è il doppio della projezione , fatta dal triangolo che 
tiene per vertici i tre punti dati , sopra il piano coordinato 
compreso dalle altre due. 

In seguilo interpreteremo ancora f espressione del termine- 
costante D. (Il Traduttore) 

(*) Con questi principii sarà facile trovare ! equazione di 
un piano che passi per un punto dato , e che sia perpendico- 
lare ad una retta data. In fatti siano x =; az -f- *, ed y — bz-^-jS 
le equazioni della retta data , e siano x 1 , y' z 1 , le coor- 
dinale del punto dato. Sarà A{x. — x')-j-jB(y — y')-j-C(z — z'ffiz a 
t equazione del piano che passa per questo punto dato , ed 
affinché questo piano sia perpendicolare alla retta data , dovrà 
essere Azz a C , B zz b C- Sostituendo questi valori nell'equa- 
zione del piano , e riducendo essa diventa a(x — x ( )-|-b(y — y 1 ) 
-^-(z — z') — o , e questa sarà l'equazione del piano che passa, 
pel punto dato x' , y', z' , e che sia perpendicolare alla retta. . 

(il 'traduttore) 
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parallelo al piano dato , le equazioni di questa retta saranno 
rappresentate da 

x=zaz , y ~bz. 

e quella del piano da 

Ax -{- By -f- C* ss o. 

Questa retta e questo piano avendo un punto di comune 
che è l'origine , essi debbono coincidere a causa della condizio- 
ne del parallelismo. 

Dunque le coordinate x ed y della* retta dovranno , in tutti 
i casi , soddisfare all’ equazione del piano. E sostituendole ia 
queste equazione , verrà 

Aaz -J- B£z -f- C* = o. 

e dividendo per » , si avrà per la condizione richiesta 
Aa -J- Bi -J- C r: o. 


PROBLEMA IX. 


444 - Trovare le condizioni necessarie affinchè due piani siano 

paralleli. 

Siano Ax -f- By -f- Cz D — o , 

Ax 1 -f- B'y+ C'x + D' = o. 
le equazioni de’ due piani. 

Le tracce di questi due piani sopra un medesimo piano coor- 
dinato saranno parallele , altrimenti i piani proposti s’ incon- 
trerebbero. Ora le equazioni di queste tracce sul piano a-, s i 
deducono da quelle de’ piani , art. 438 , e sono 


A D 

c x C 


A' 

C' 


D' 


Cl 


dunque° ndÌZÌ0Ue * ffit,Chè <Iuesle tracce siano P“*llele , sari 
A A' 

C C' 

Considerando i due altri piani coordinati , s » traverranno 
Similmente queste altre condizioni t 
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B B' A A ' 

C~ C ' ’ B B' ^ 

PROBLEMA X. 

445- Avendo tirato per un punto x' , y’ , z ' , unti perpendi- 
colare ad un piano , trovare la porzione di questa perpen- 
dicolare , compresa tra il punto x' , y 1 , z' ed il piano. 

Siano 

« — x' = alz — s') (/) ) , . .... 

y -y' = b(z -zj (V) ) 16 e 1 uazjoni dcUa relta 

Aa-'-j-By-j-Cz-j-D =s o. . . . (»>) 1’ equazione del piano. 

Per avere le coordinale del punto d’ incontro della retta col 
piano , consideriamo che le coordinate x , y , z , di questo 
puuto dovranno soddisfare nel tempo stesso alle equazioni del- 
la retta , ed a quella del piano 

Ciò posto , le equazioni (<) ed (u) ci danno 

x — a *')+*' , y = b ( x—z ' ) +/. 

Moltiplicando la prima di queste equazioni per A , e Tal- 
tra per B , avremo i valori de’ termini Ax e By dell’equazio- 
ne del piano (p) , i quali valori sostituendoli nell’ equazione 
del piano ci danno 

(Aa -f B b)(z-z')+Cz + A*’+B/+D = o , 
o vvero ( A ò-|-Bò+C)(z— a')+ Ax'-f-By '-f-Ca '+D=o, 


n 


li ultima 


A A< 

condizione - — — — , ricavandosi con dividere 
B B' 


A A' B B< 

la prima — — — , per la seconda condizione = — , ci 

c c> c c 

dimostra che le condizioni necessarie affinchè due piani sie.no 


A 

paralleli non sono che Bue cioè — 

' C 


A' B B‘ 

a ’ e c ~ c ' 

(Il Traduttore) 
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Problema Xf. 

446- Trovar* V angolo formato da due piani. 

« 

Se si abbassino due perpendicolari a questi piani, l'ango- 
lo di queste perpendicolari sarà lo stesso cbe quello de" due 
piani ( 4 ) ; 

Siano * r= ai -j- * xx=a'z-\-a' 

y=bt-\-/i y=zb'z-^0' 

le equazioni di due rette. Affinchè la prima sia perpendicolare’ 
al piano che ha per equazione 

hx -f- Bjr -{- Cz -f- D — au 

è necsssario che si abbia , art. 44* • 

A=aCj Bz=bC. 


D 


t sarà la 


y’~ o , e z' = o , essa diventa 

lunghezza della perpendicolare abbassata doli origine Sul pia- 
no la cui equazione è -f- Cz-f- D~o. 

( Il Traduttore ). 

(*) Per dimostrarlo , siano i piani AB , e CD (Frg.to4) 
sopra i quali si abbassino dal punto M le due perpendicolari 
,.p’ V?" Se per queste perpendicolari si tiri un piana 

fpX ' P iano sar à perpendicolare a ciascuno de' pia- 

^ n 1 , i e per conseguenza la loro comune intersezione 

, sa ™ perpendicolare al piano mPOQ. Reciprocamente le 
lra, r>rsn° ’ ■ sarann ° perpendicolari ad OD , e Vango- 

l~pnn misurerà l ' inclinazione de' due piani. Ora LMP 
' , y > pojfhè essendo la somma de' quattro angoli dei 

qua r al ero POQM eguale a quattro retti , ed essendo P e Q 
re ‘ , togliendoli perciò da quattro retti , resterà 

POQ -f- PMq~ a retti. 

Dunque POQ LmP , ciò a dire che f angolo che. mi- 
sura l inclinatone de' piani è eguale a quello formato dalle 
perpendicolari. / 9 (L’Autore), 
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Affinchè la secouJa sia perpendicolare al piano die ha pef 
equazione 

A'x+B'j + C't + D's-o, 

dev’essere 

A'= 0 'c', w — vo. 

Se , per mezzo di queste equazioni si eliminano aa 1 , e IV 
nell’ espressione (n) del coseno dell’ angolo formato da queste 
rette , art. 4 a 6 » che noi chiameremo p , si troverà 

AA' + BB'-f CC' 

COS 4 > =s . ... — ; 

VA’ 4- B 1 -j- C* VA'^B^+C' 3 

espressione del coseno dell' angolo formato dà due piani che 
hanno per equazione 

Ax+B.r-f Cs-fD— o , A'x+B'y-fC'z+D'— 0. 

447 • So i piani sono tra loro perpendicolari , in tal caso 
1’ angolo fp è retto , il suo coseno è zero , e si ha 

AA' + BB'-{- CC'=o. 

448 . In fine , se il piano la cui equazione è 
A'x+B'y-f C'a-f D — o 

rappresenti il piano ocy , questa equazione si riduce <“Oj 
poiché l’equazione di un piano perpendicolare all’asse delle a 
essendo i ss costante , essa d iventa z — o , quando il piano 
coincide col piano xy. Paragonando l’ equazione 120 coll 
1’ equazione / . 

A'ar+B'y + C'* + D'=o , 

si trova 

A — o, B* so) C' =2 1 , D*— : o. 

Sostituendo questi tre primi valori nell’ espressione di tos <p , 
e chiamando y ciò ohe diventa $ , in questa nuova ipotesi , 
si trova 

C 

• cos y — — — 

VA’-f-B'-f-G* 

espressione del coseno dell' angolo che il piano , la cui 6 * 
quazionc è -j- By -j- Cz-\- D , forma col piano xy. 

Se si chiamino fi , e « gli angoli che il piano forma con 
i piani xz ed yz , si troverebbe del pari 
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cos /? = 


B 


Va ’+b*+, 


— . ^ COS y ~ 


VA’-j-B*-pC’ 


(*)• 


449 - Siano *' , fi’ , y' , gli angoli che un secondo piano 
forma con i piani coordinati. Se nell'espressione di cos p dii- 


(*) Elevando a Quadrato i valori, de coseni de tre angoli 
a , (S , y , e addiiionandali , si avrà 

cos d 1 + cos jl ’ -f- cos y ? — i . . . 4(1)1 

Cioè che la somma de' quadrati de' coseni degli angoli che 
forma un piano con i tre piani coordiuati è eguale al quadra- 
to del raggio. 

Con questo teorema possiamo dimostrate alcune belle verità ; 
Avendo trovato nella nota dell' art. ^4 ' 1 che Aja M' M" M". 

E2 I V , aja m' m''m ,,, = J C , aja n'm’n'l 1 
t=\ A ( Tav.7 Fig.H) , sarà 

Aja M< M»Àl"' : Àjam' m"' m 1 " : .• | \a*+B’+C* : \ C:t 

c 

vy+B'+c' 

Aja Ài 1 ÀI" Ài : aja n * n" n" 1 1 • | \ : 1 a ; t 

*^’+A 2 -fC> 

ed essendo gli attimi termini di queste proporzioni i coseni 
degli angoli « , e y , sostituendo , sarà 

Aja M> M' 1 M" 1 : aja m' m" m"* : i t ! cos à 
Aja M' M" M 1 " : aja n' n 1 ' m" i : j : cos y : 

Cioè che l’aja di nn triangolo situato nello spazio sta a qtiel- 
la di una sua projezione , come il raggio al coseno dell an- 
golo che forma il piano del triangolo con quello della pro- 
iezione. 

Sia ora un poligono P, composto da' triangoli Q, fl, S, T , ii; 
e sieno q , r , s , t , ec. le rispettive proj elioni di questi trian- 
goli sopra uno de' piani coordinati , per esempio , Sul pieino 
X) , sarà 

Bouchùrlat 18 
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1 ' articolo 446. si fa la stessa trasformazione latta udì’ art.43o, 
si troverà 

cos <p — cos et cos a 1 + cos fi cos fi' -f- cosycos y'. 

espressione del coseno dell' angolo di due piani in J unitone 
de coseni degli angoli di questi piani con t piani coordinati. 


Q : q : : i ; cos a , 

e perciò sarà q — Q cos a ' ( 3 ) 

Similmente sarà 

r = Zi cos «e , s = S cos a , t = ^cos * , ec. 
e addizionando queste quantità verrà 

q -f- r -f s -f- 1 +ec.=( Q -f- R 4* & -+• T-\- ec .) cos a , 

ed essendo ^ — J— /i — T ec.— P 

sarà perciò 

q -j- r + s -f- l ■+■ ec.— P cos « 

e quindi 

P : q + r + 9 + 1 + ec. : : t : cos «. 

Cioè che 1’ aja di un poligono qualunque situato nello spazio 
sta a quella di una sua proiezione, come il raggio sta al co- 
seno dell’ angolo che forma il piano dei poligono con quello 
della projezione. 

Sicno p , p' , p" , le ire projeiioni del poligono P sopra i 
tre piani xy , xz , yz , e sieno x , fi , y gli angoli che il 
piano del poligono forma con i tre piani coordinati , sarà ( 2 ) 

p — P cos a , p 1 z=: P cos fi , p" = P cos y 
elevando queste equazioni a quiulralo , e addizionandole verrà 
pi p' > p"» — P*(c os a -f- cos/3‘-j- cos Y *) 

ed essendo (i) 

cos a' -f- cos cos y' — 1 , 

sarà perciò • 

pi p<> 4 - p"> = P 

Cioè che il quadrato dell’ aja di qualunque poligono è eguale 
alla somma de’ quadrati delle sue tre projezioni 

Questo teorema applicato al triangolo MNP (f ig. G tav. 7 ) in 
cui MAN è la sua projezione sul piano xy , MAP quella 
sul piano xz , ed NAP quella sul piano yz , sarà perciò 
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Problema xit. 


3j5 


45o. Trovare l angolo j ormato da una retta e da un piano . 

Siano x = as -j- a 

yzc=bz-\-fi 

Ax «-J- By + Cx -j- D=:o , 
le equazioni della retta e del piano. 

(Aja MNP)* = (aja MAN) 1 (aja MAP) 1 -j- (aja NAP )* , 

Cioè si ricade sul teorema dimostrato nella nota delC ar- 
tic. 4-3 J j ma per altra via. 

Essendo p -x± P cos 4 , p f zzzPcos ji , p 11 — P cos y , mol- 
tiplicando la prima equazione per cos et , la seconda per cos 
e la terza per Cos y , e addizionando i prodotti che si otten- 
gono , si avrà 

p cos a -f- p' cos (3 -j- p" cos y =P (cos et 1 -|- cos / 3 1 -j- cos y l ) 

ossia ( 1 ) 

p cos a 4 - p' cos d -j- pi" cos y — P . . . . (3j 

Ciò posto , la proiezione p si projetti sul piano del poligona 
P , e sia q la sua projezione. Slmilmente siano q* e q" le 
projezioni di p' e p" sullo stesso piano del poligono P j 
sarà ( 2 ) 

q = p cos « , q' — p' cos /} j q" = p" cos y 
sostituendo questi valori nell' equazione (3) , si ottiene 

1 + q'-f q"— P‘ 

Cioè che V aja di un poligono qualunque situato nello spazio 
è eguale alla somma delle projezioni , che si ottengono projet- 
tamlo prima il poligono sopra i tre piani coordinati ^ ed indi 
projeitando ciascuna delle tre projezioni sopra il piano del 
poligono. 

Nel fine della nota drlt art. 44 1 promettemmo d' interpre- 
tare i espressione di D. A tale oggetto si osservi che nella 
forinola (5) di essa nota trovammo ( Fig. I iav .7 ) 

Aja M> M‘> M'" = l VA'+E'+C* 

r. nella nota dell' art. 44 ^ trovammo che la perpendicolare ab- 
bassala itali' origine sul piano che passa per i punti M' M" M‘" * 
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Rappresentiamo quesla reità con l’Q (Fig.ioS) : la proje- 
aione di l’Q sul piano MK sarò PR , e 1’ angolo QPR mi- 
surerò l' inclinazione della iella sul piano. 

Siano x — ah -}- *’ , y ~ b'z -f- 0' 

le equazioni della retta QR. 

Questa essendo perpendicolare al piano , si avrò , art- 44 a 

A = a'C, B = i'C. 


D 

V^+/?’-| -c* 

Quindi se moltiplichiamo il terso ili questa perpendicolare per 
V afa del triangolo M' M" M‘" , avremo il volume della pi- 
ramide 4M' M"M‘" in funzione, delle coordinate de' suoi 
annoti- Eseguendo questa moltiplicazione e ri/lucendo , verrà 

1 

Volume = — D 

6 

e perciò sarà D = 6 volume AM'M"M'« cioè a dire che il 
termine tutto noto D è il sestuplo del volume della piramide 
che tiene per base il triangolo formalo dalle rette che uniscono 
i tre punti dati nello spazio , e che tiene per vertice l' origine 
e mettendo in luogo di D la sua espressione data dalla for- 
inola (4) della nota dello stesso articolo , si avrà 

volume A M' M" M‘" — 

— (x'y"! 1 " — x'iì'y"'-^-i'x> l y l " — y'x"t"' + y'z"x"'— z'j"x" ') 

6 

espressione del volume di una piramide triangolare in funzio- 
ne delle coordinale degli angoli , supposto che il vertice sia 
all' origine. 

Se supponiamo che la faccia AM" M 1 " della piramide coin- 
cida col piano ny , sarà i" ~ o , e — o , e la formala tro- 
vata sarà il volume della piramide M i AM ii M i ) ed avremo in 
questa ipotesi ( Fig-K , tav.q ). 

1 1 

volume M'AM"M>" =z— *' (x"y'"— y" ■ ■ . (4)- 

ti 
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Munendo i valori Hi a 1 e di h 1 dati da queste equazioni uel- 
1’ «spi essione («) del coseno dell’angolo PQR , che queste ret- 
te formano tra loro , si avrà 

Aa-f Bb -f C 
V a ; -f-Z-=4-,V A’+B“-{-C* 


Supponendo ora che la piramide sia un tetraedro regolare 
il lato del quale lo chiameremo L , dovrà essere 

x"’+y"’ =zAM"‘ = £* , 
x‘"*+y'"*=zAM" = L'. 

U quali moltiplicate ci danno 

x"*x'»*+y"*x'"*+x'iy**4.yWy''i*= : Z4 ... ; (5). 

ed essendo ancora 

(*"— * ”)’+(j "— ~ L\ 
Sviluppando sarà 


e siccome si ha x ,, ‘-| -y" x z=z L* , ed x ,,u -J- y'"’ = L % , 
perciò sostituendo questi valori , e riducendo , si ricava 

x /»x"4-y"y"'=! L\ 

la quale elevata a quadrato , e tolta daU'equasione (5) ci dà 

3 

x"jy/ Hi 21*’^ ì'IjUylII M £jt . 

4 

3 

ossia (x«y«'_yl , x »t)> — _ 2.4, 

4 

e perciò sarà 

L x 

— y3. 

a ' 

• Sostituendo questo valore nella formala (4) essa diventa 

L't'\ 3 


velame Al'JM'l'M'" : 




•(&> 


12 


1 
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per r espressione del coseuo dell’ angolo PQR , ovvero del se- 
no dell’ angolo QPK formato dalla retta col piano. 

45 1 . Se la retta PQ diventa parallela al piano , il seno del- 
1’ angolo QPR è zero , e 1’ espressione precedente si riduce ad 

Aa + Bi -f C=o. 


Ciò posto, se si profanano le tre farce laterali del tetrae- 
dro proposto sulla base , è chiaro che essendo il tetraedro re- 
golare tetre projeiioni AOM" , AOM"' , Af'W' saranno, 
tra loro eguali , c perciò la sola projesionr AOM sarà il 
terso della base. Ora essendo la base AM"M *' un triangolo 

L 1 

equilatero il cui lato è L , sarà la sua aja — V3 ed il 

£’V3 - 

suo terso sarà -,e dividendo quest' aja per aQ=\AM"=£L % 

12 

avremo f allessa OQ del triangolo AOM'" , e perciò sarà 

L 

OQ — — V 3 - 

6 

Di più essendo per i triangoli rettangoli M4Q , MQQ % 

M'Q' + Q A ' = M ’ A ' * 

M'O' + OQ'=z M'Q\ 

eliminando ira queste equasioni M'Q ’ , si ricava 
M'O ’ = M’A'—AQ'—OQ » 

ed essendo 

M‘A~L AQ~\L , ed OQ- , 

6 

sarà perciò 


6 


MOc - 


t quindi 


si ricava 


L\<à 

M'O 3 z' s — — 1 

3 
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problema xiii. 

45i. Trovare l' equazione dell' intersezione di due piani. 

Siano A:r-j-Bv'-f-Cz-f-D:=:o > o. 

le equazioni de’ piani. 

Siccome le coordinale di ciascun punto della comune inter- 
sezione debbouo essere le slesse , onde soddisfare ad entrambe 
le equazioni , si potranno perciò eliminare ciascuna della va- 
riabili successivamente , per esempio y , ed in seguito x , e si 
avranno due equazioni che possiamo rappresentarle con 

a^rz\1z-f-N , y=M 

Queste equazioni apparterranno ad una linea retta che sara 
la comune sezione de’ piani (*). 


Sostituendo questo valore nella forinola (6) e riducendo y 
essa diventa 

Z’y3 L 5 

/ volume MAMM" = 

6ya »y6 

e questo sarà il volume del tetraedro regolare. (Il Traduttore) 

(*) Per nulla tralasciare riguardo a queste ricerche soggiun- 
gerò il seguente problema , del quale molle volte si ha un pre- 
ciso bisogno. 

problema 

Dato un punto ed una retta situali nello spazio , trovare 1’ e- 
spressione della perpendicolare abbassala da questo p unto 
sulla retta data. 

Siano x = az-f-te , ed y =3 bz-f/j le equazioni della retta 
data , c siano x 1 , y' , z' , le coordinate del punto dato. Per 
questo punto dato tiriamo un piano perpendicolare alla rei/» 
data. I equazione di questo piano sarà ( nota della pag . i O'J ) 
a (x— x')-f-b(y— y')+(z— *') =3 o. 

Quindi il problema è ridotto a trovare F espressione della retta 
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PROBLEMA XIV. 

453 . Trovare la minima distanza di due rette situale nella 

spalto. 

Prendiamo una di queste rette per 1 ’ asse delle 2 , e per uq 
punto AI di quest asse AZ (Fig.106) , tiriamo la retta qua- 
lunque MN sull’altra retta BC, Se MN non fosse perpendi- 
colare a JBG , si potrebbe abbassare dal punto M la perpen- 
dicolare MP , la quale sarebbe sempre minore di AIN , il che 
è contro l’ipotesi. Dunque la minima distanza dev’essere per- 
pendicolare a BC. Si dimostrerebbe del pari eh' essa dev’essere 
perpendicolare ad AZ. 


che unisce il punto data , col punto tT incontro del piano con 
la retta data. A tale oggetto siano x" , j" , z" , (e coordi- 
nate di questo punto d' incontro , e sia P la lunghezza della per- 
pendicolare cercata, sarà P— Y(x"— — y') , -f-( v z" — z')*.' 
Ciò posto le coordinate %" , y 11 , z" , appartenendo tanto alla 
retta quanto al piano , esse dovranno soddisfare alle equazioni 
della retta ed a quella del piano , e perciò sarà 
X" az"-J-«, y W 3 bz«-f /J,a(x"— x') 4 -b(y-'— y')-|-(z«— z')= d 

Ora le due prime equazioni si possono mettere sotto questa 
forma x'i - x' = a(z" — z') — x'-J-az'-f-#, ed j"—y‘ = b(z" — z') 
— J r/ -j , 'bz / -f-0 , e facendo per abbreviare — V-f-azZ-f- « = in , 
e — y'-f-bz'-j-g =; n , esse diventano x" — ' = a(z" — , 
y" — j' — b(z" — , e mettendo questi valori di x' 1 — x 1 , 
e di y" — y' n elC equazione del piano si avrà a 2 (z" — z')4-am 
rj-b’^z" — z< j-f-bn-j-(z ,/ — z‘j zz 9 y dalle quale siricavo (z" — z') 
— :(aiu-f-bu) 

S ~ — 1 — « Mettendo questo valore nelle espressioni di 

a’+b>+ 4 

(i-fb^m — abn 

, e di y f< — -y* » si ricava x<)=; % 

a ‘-fb 5 +t 


(i 4 -a a ,n — abm 

(j n — 7 ') =? 

a a -J-b a -^- 1 

finalmente sostituendo questi valori nell ’ espressione delia, 
perpendicolare P , fi avrà 
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Ciò posto , rappresentiamo con MN (Fig.io-) , questa mi- 
nima distanza : pel punto N tiriamo NN' parallela ad AZ. 
Essendo MN , per ipotesi , perpendicolare alle rette Gli ed AZ, 
essa lo sarà ancora alla NN' parallela ad AZ , e perciò al 
piauo GNN* determinato dalle rette GB . NN'. Questo piaao 
CNN' che contiene una parallela ad AZ è perpendicolare al 
piano xy , e la sua traccia è la projezione della retta GB , 
poiché questa traccia è il luogo di tulle le perpendicolari ab* 
passate da' differenti punti di CB. Ora , se si abbassi dall’ori- 
gine A la perpendicolare AG sulla traccia DE , questa retta 
AG , che si trova nel piano xy , sarà dunque ancora perpendico- 
lare al piano DEBC ; quindi abbiamo due perpendicolari AG , 
AlN abbassate sul piano DEBC da due differenti punti dell» 
i ella A IVI , parallela ad esso piano. Dunque queste perpendi- 
colari saranno tra loro eguali. 


} » / [(i-f-b a )m — abn] ’-{-[( i-fr- a 1 )!! — abm]*-{— ;ain-f-b u j* 

Sviluppando i l secondo membro , e riducendo si ottiene 
j>-_ \f m *+ nI -f-(an— bm)» 

a : -j-b’-j-i 


e mettendo in luogo di il , e di n i loro valori , si avrà in fine 
V a*+b’-f-i 

espressione della perpendicolare abbassata dal ponto x 1 , y 1 , d t 
*u!ln retta che ha per equazioni xz! az-|-», y 3 òi-f-fi. 

Se il punto dato fosse l' origine , in tal caso sarà x ,= 3 o, 
= o , z' — o , e perciò sarà 

p s . a / “4-r+i^- sfe) 1 ' 

espressione della perpendicolare abbassata dall’ origine sull» 
fetta che ha per equazioni x 35 az , y — bz-\-(3 . 

(li Traduttore) 
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Sia y r= A* ■+ B l’equazione della projczioue DE; Panino- 
lo AFH è quello la di cui tangente è A Ora ne' triangoli 
rettangoli HAG, I 1 AF , Pangolo AHG sarà il complemento 
di F e Hi HAG ; e perciò sarà I 1 AG— F f per conseguenza 
AG— All cos F. Per determinare cos F , si osserva die 

1 

tang F=A , dà sec F=Vi-j-A* , e cos F— —7 : • 

V 1 _{_A * 

Mediante quest’ultimo valore , Pespressione di AG diventerà 
AH B 

v 1 + a* vr+A* 

espressione della minima distanza delle rette AZ e BC. 

Delle sezioni del cono. 

454 - Gli antichi hanno dato alle curve del secondo ordine- 
il nome di sezioni coniche. , dacché si ottengono queste curve- 
segando un cono con un piauo. 

Prendiamo per origine il centro A della base del cono- 
(F.g- 108). disponiamo l’asse delle z iu direzione dell’altez- 
za di questo cono , e chiamiamo a il raggio AC della base- 
dei cono , e h l’altezza AZ. -Se per un punto M di un lato. 
ZC del cono , si tiri MQ parallela all’ asse AZ , questa pa- 
rallela MQ sarà l’ordinata s del punto M : le due altre or- 
dinate saranno AP — x , PQrsj-. Per la similitudine de’tri- 
angoli ZAC , MQC , si avrà 

AZ MQ MQ h * 

AC QC AC — AQ a a — ^ 

per conseguenza sarà 
b 

* — — (a — Vj'-J-jr') , equazione del cono , quando il c ett~ 
a 

tro della base è aW origine e /’ altezza è diretta secondo l' as- 
se delle z. 

Tagliamo il cono con un piano , e per maggior setnpl icità. „ 
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supponiamo die la traccia di questo piano sopra xy sia pa- 
rallela all’ asse delle y. Essendo in generale P equazione del 
pian Ax -j- B_y -)- C z -j- D — o , l’equazione della traccia 
sul piano xy sarà Ax -{- By -f- D=o. Dovendo questa traccia 
essere parallela all'asse Ay , è necessario che x sia cosianie , 
art. 87 , il che esige che B sia nullo ; per conseguenza l’equa- 
zione del piano diventa , in questa ipolesi , Ax-f-Cz-j-D— o , 
equazione di un piano la cui traccia sul piano xy è pa~ 
Tal tela all' asse delle y. 

Se si elimini « tra questa equazione e quella del cono , si 
troverà 


b /> A D N 


Ha 


equazione dell ’ intersezione del cono col piano. 

Trasportiamo l’origine al punto O (Fig.iot)) , in cui il pro- 
lungamento dell’ asse delle x incontra la traccia K.1 ; e chia- 
miamo x 1 l’ascissa OD, si avrà t—x 1 — AO. Per determinare 
AO , faremo z=o , nell’ equazione Ax-f-Cz-|-D— o , del pia- 
li 

no KL , ed avremo per 1’ ascissa del punto O , x = . 

A 

D D 

11 valore assoluto di AOsarà dunque — , e mettendo x 1 — — 

A A 

nell’ equazione (tv) dell’ intersezione del cono col piano , que- 
sta equazione diventerà 


!(-V(-ì) + ,)-f 


Ora se per lo piede Q dell’ ordinata z = MQ tiriamo QN 
parallela alla coordinata x> — OP , avremo NQ=OP^ il 
triangolo rettangolo MNQ dà MN cos MNQ = NQ = x>; l’an- 
golo MNQ che misura l’inclinazione de’ due piani essendo co- 
stante, rappresentiamolo con <p , e chiamiamo * la retta MN , 
avremo 


iC" ~ ^ * “7 ) +J ') “ 


A 

——a? cos (x). 

C 


/ 
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Le coordinale del punto M diverranno PQ=ONc=y , ed 
NM~.~r, e per conseguenza esse saranno comprese nel piauo K.L , 
Per conoscere la curva che da 1 ’ equazione (x) , dividiamo 
pel fattore che sta fuori delle parentesi , trasportiamo il ra- 
dicale solo in un membro , ed elevando a quadrato , verrà 

a’ A’ 

• x'cos p’„ 


COS (p - 


b‘Q.‘ 


Cx) 


f D V * aa* A 

[ x cos p ] +-jr , =a’+ x 

\ A / bC 

lliunendo tra parentesi i termini affetti delle stesse potenze 
di x , e chiamando M il complesso de’ termiui costanti , si 
otterrà 

/ a’A’v * D o’A v 

y’-l-J t — )x’ cos p' — 2 [ 1 |xcosp-(-M... 

\ i>cy \ a bc J 

Questa equazione può stmplificarsi ; poiché essendo p l'an- 
golo che fa il piatto che tiene per equazione Ax-)-Cz -j-JD =a 
col piano xy , se nella prima forutola dell’ art. 44$ > si fa- 
B z= o , si troverà 

C sen p / 1 cos p' ^ 

cos 9 — , e = = A/ =5 — 

Va*4-C* cos# ’ CU>I P C 

Da un’ altra parte , chiamando *P 1 ’ angolo ZVA che il la.' 
lo del cono fa col piano xy , si ha 

tan ZVA ZA b 


VA 


a 

b 


IX O 

Sostituendo questi valori di — e di — nell’equazione 

C a 

essa diventa 


tan p\ 

a )r coj^-}-M=o...(i) 


( tan p \ /D 

) ‘COSp’-2 (- + „ 

tan'V / \ A lan'V/ 

Paragonando questa equazione all’equazione generale (A') 
delle curve del secondo ordine , si vedrà che mancando il ter- 
in xy , la condizione necessaria , art. 140 , affinché la 
sia una ellisse , una iperbpla , ovvero una parabola } 


mine 
curva 
*ark che si abbia 
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TRASFORMAZIONE delle coordinate 


tan p' 
tan*' 


^ cos (»* , negativo , positivo , 


a85 


o nullo . 


tan p 

Queste condizioni si riducono ad avere nel primo caso 

to,W 


tan p 

minore dell’ unita', nel secondo caso — — maggiore dell’ uni - 

tanV 

tan p 

tà , e nel terzo eguale all’ unità. Dunque la curva sarà. 

tan'V 

una ellisse , se si ha tan p < tan ossia p <[ 'P, 
una iperbola , se si ha tan p > tan *P, ossia p > 
una parabola , se si ha tan p = tan ’P, ossia p=z'V ì 

455. Dietro queste condizioni sarà facile di vedere che se 
per un punto del lato ZV di un cono indefinito (Pig.ioq^ si 
tiri un piano e si abbia $, == »P , cioè a dire DOAerZV A , 
che è il caso della parabola , sarà il piano parallelo al lato 
ZA dei cono. Questo piano si allontanerà di vantaggio , se si 
verifica la condizione dell' iperbola , nel menile che nel caso 
dell ellisse , questo piano secante incontra il lato ZV del cono 
indefinito. 

456. Se il piano K.L è parallelo al piano gry , sarà 0 =5 o, 
) valori tan p — o, e di cos p= i , sostituiti nell’equazione 

D 

(*) , la cangiano in y’-J-*» — i — x-|-M=:o ; la quale ci 

A 

dimostra che in questo caso la sezione del cono è un cerchio. 


Della trasformazione delle coordinate 
nello spazio. 

457 - l punti di una curva essendo rapportati a tre assi coor- 
dinati AX , AY , AZ , (Fig.iio). proponiamoci di rappor- 
tarla a tre altri assi fissi AX' , AY' , AZ'. Prendiamo un 
punto M sulla curva , e sieno AP=* , PQ=y , QM=z . le 
coordinate rapportate agli assi AX , AY , AZ ; 
e L ~~ x 1 P Q *— /S Q'M— z' le nuove coordinate rappor- 
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fate agli assi AX ; , AY* , AZ'. Tiriamo per i punti P' , Q 11 
M de’piani paralleli al piano xy \ la coordinata z sarà taglia- 
ta in tre parti comprese tra questi piani. Ora egli è evidente , 
che la prima parte è eguale alla projezione di x‘ sull'asse 
delie a , che la seconda c eguale alla projezione di y 1 sull'as- 
se delle z , e che la terza è eguale alla projezione di z' sul- 
1" asse delle i. Se chiamiamo Z , Z' , Z" , gli angoli che le 
nuove coordinale x 1 , y 1 , z ‘ , formano con 1 ’ asse delle z , 
avremo 

*— X* cos Z -j- y 1 cos Z 1 z' cos Z 11 . 

È in generale che noi scriviamo questi termini tutti posili* 
vi , ma e chiaro che tulli o alcuni di essi potrebbero essere 
negativi , se i coseni appartenessero ad angoli che esigessero 
de' cangiamenti di segno. 

Se chiamiamo X , X * , X" , gli angoli che le nuove coor- 
dinale fanno con 1' asse delle AX , ed Y, Y # , Y" , gli an- 
goli eh’ esse formano con l’asse AY , diinosi rerem ino del pari 
le due prime delle tre segueuti equazioni , le quali uniremo 
.a quella di sopra trovata , 

xzzzx' cos X “f- y* cos X' + z' cos X" ) 

y—.v' cos cos Y 1 -j- z 1 cos Y" | . (a*). 

*~x' cos Z -j- y' cos Z' -j- z 1 cos Z" ) 

45S. Se 1’ origine fosse diversa , in tal caso chiamando a , 

A , c , le coordinale della nuova origine , si avrebbe chiaramente 

xz=.v' cos X ~(-y' cos X' -j- z' cos X" -j- a , 

y=x' cos Y -f- y' cos Y‘ z' cos Y" -f- b , 

z^zx* cos Z -j - y 1 cos Z 1 -j- z' cos Z" -j- c. 

Essendo le amiche coordinate AX , AY , AZ rettangolari, 
e (ormando con la nuova coordinata x' gli angoli X , Y , Z, 
con la nuova coordinata y‘ gli angoli X' , Y' , Z' , e con la 
nuova coordinata z' gli angoli X'* , Y" , Z" , si avrà , die- 
tro 1’ art.4-z5. 

cos X’ + cos Y a -f- cos Z’ ~ i ) 

tos -j-cos Y ,a -j- co» Z /a — i ) (A'). 

cos X w *-f-c 0 s Y l,% -j- cos Z y,1 z^ ì ) 
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45g. Ci resta ancora a considerare gli angoli che formano 
Ira loro le nuove coordinate ; a tale oggetto siano 

V l'angolo delle x' e delle y 1 

U 1’ angolo delle y 1 e delle z 1 

W l’angolo delle z 1 e delle x 1 . 

foichì; xf ed y 1 sono due rette che formano respettivamente , 
con gh antichi assi , gli angoli X , Y , Z , ed X' , Y' Z', 
e 1 angolo di queste rette è rappresentato da V, si avrà, 
art. 43° , la seguente equazione 

cos V — cos X cos X' + cos Y cos Y' + cos Z cos Z». 

La coordinata *' facendo con gli aniiohi assi gli angoli X", Y*', 
Z" , potremo determinare similmente gli angoli U , e W che 
questa coordinata z' fa con le coordinate x' , ed y' in funzione 
degli angoli formati da queste rette con gli antichi assi , 
in modo che avremo queste tre equazioni per dclcrmiuure 
V , U , e W 

cos V zg cos X cos X^-j-eos Y cos Y 1 cos Z cos Z' ) 

cos U cos X cos X^-f-cos Y cos Y" -|- cos Z cos Z' 1 j .... (c 1 )- 

cos W — cos X' cos X't-j-cos Y 'cos Y V -j-cosZ'cos Z" ) 

46o. Se le nuove coordinate x' , y ' , z 1 sono ancora perpen- 
dicolari , in tal caso gli angoli V , U , W saranno retti , si 
avrà perciò 

cos\ — o , cos U = o , cos W = o ; 
che ridurranno le precedenti equazioni a 
cos X cos X 1 cos Y cos Y' -j- cos Z cos Z' ~ o ) 

cos X cos X"+ cos Y cos Y' 1 -j- cosZ cos Z" — o j (c/*). 

cos X'cos X^-j-cos Y'sos Y"-f-co? Z 1 cos Z 1 ' ~ o ) 

Dunque , supponendo che le nuove coordinate abbiano la stessa 
origine , avremo le nove equazioni (a') , ( b ') , (c 1 ) , per 

passare da un sistema di coordinate rettangolari nella spazio 
in un altro sistema di coordinate anche rettangolari. 

4^1. Se due de'nuovi assi, per esempio, AX' ed AY'(Fig.ito) 
resteranno uel piano xy degli antichi assi e AZ' si cou- 
f on<la con AZ , in tal caso 1’ angolo Z " di questi assi 
AZ , ed AZ 1 sarà nullo , e gli angoli X" ed Y" che fa l'asse 


Digitized by Google 



288 GEOMETRIA ara litica a tre iìimeihio»I 

AZ' con gli assi AX ed AY saranno retti. ìii avrà dunque 
tot tJ< — i , «X" ss o , cos Y" £=o. I nuovi assi AX' , 
AY' , non essendo assoggettali clic ad essere nel piano ay *. 
faranno tra loro un angolo arbitrario ; ma l’ asse AZ' , ohe 
coincide oon AZ , farà degli angeli retti con AX' ed AY', 
e si avrà perciò • 

CM U ± O ( COi W — O , 

e le due ultime delle equazioni (c*) diventeranno 
cos Z = o ( cos Z' 3 o. 

(Questi valori riducono le equazioni (//) a 

COI X 1 -f- COI Y’ 55 I , COS X'= -J- COS Y" SOf 
o per conseguenza si avrà 

cos Y 3 *e« X , cos Y' 3 seti X' , 
e le equazioni (a 1 ) diventeranno 

x 3 x'cos X -|- y ' cos X 1 , y si x 1 senX -j- y 1 sen X 1 
che sono le stesse di quelle trovate all’ articolo 289. 

462. Esistono ancora , per la trasformazione delle coordl* 
nate nello spazio , delle altre formolo rimarchevoli , che qui 
dimostreremo 

Quando si vuole passare da Un sistema di Coordinate ret- 
tangolari x , y , z , in un nuovo sistema di coordinate ret- 
tangolari x'" , y" 1 , 1'" . rapportale alla stessa origine , e che 
si ha per oggetto di determinare le condizioni necessaire onde 
fissare la postziout^de' nuovi asssi A x'" , A y'" , Ai"' (Fig. 1 1 1), 
questi nuovi assi essendo rettangolari , è chiaro che se gli assi 
Ai'" , Ay "i , fossero dati di posizione , il nuovo asse Ai'" 
sarebbe determinato dalla condizione di essere perpendicolare 
ag'i altri due. Quindi tutto si siduce a determinare la posi- 
zione degli assi Ax 1 " , Ay" 1 . 

Il piano x"' y"' formato da questi assi Ax"/ , Ay'" sarà 
determinato Hi posizione se si dà 1 ’ angolo che la traccia di 
questo piano forma con l’asse delle x, e 1 angolo 9 * che 
misura l’ iodi nazione de’ piani xy , x'" y"t. Le coordinate 
x" 1 , y 1 ’ 1 dovendo trovarsi ad angolo retto nel piano x"' y'"i 
basterà , per determinare la loro posizione , di dare solamente 
l’angolo che i’ asse Ax"' fa con la traccia. 

La posizione dunque delle nuove coordinate dipende da que- 
ste tre cose. 

i.° L’ angolo che la traccia del piano x" 1 y"' fa con 
T ass* dell* x. 
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2. * L'angolo 0 che il piano xy fa col piano x'" y *** j 

3 . ® L’ angolo p che il nuovo asse Ax"* là con la traccia. 
Per determinare le nuove coordinate x"' , y 1 " , a"* , in fun- 

lioue delle antiche x , y , a , cangeremo in primo gli assi 
A® , Ay (Fig.ua) , in due altri rettangolari che sieno nel 
piano xy , e prendendo la tracchi AE che il piano x " 1 y " 1 fa col 

f iato xy , per uno di questi assi che rappresenteremo con Ax 1 , 
altro asse Ay * sara per conseguenza perpendicolare a questo $ 
e poiché conosciamo 1 angolo 1* che la traccia AE^ o pih tosto 
che 1 ’ asse Ax? forma colf 1 ’ antico asse Ax , avremo per le 
forinole (M***) dell’ art. 291. 

xzt x‘ cos 9 — y'sen ’P ) 

y — x* ten V -f-y' cos ) 

e poiché il piano x'y* è lo stesso che il piano xy f ti avrà 
ancora 

* = *' C/ # ). 

L* asse Ay* essendo dunque una perpendicolare alla traccia 
AE , se a questa stessa traccia si tiri per lo punto A , ma 
fuori del piano xy, una seconda perpendicolare Ay''., in modo 
che Ay" faccia con Ay 1 un angolo y'Ay" S 0 , questa retta 
Ay 1 * sara nel piano x'"y'" , poiché l’angolo ohe ,il piano 
x'"y"' f a C0 1 piano xy dev’ essere misurato da due perpendi- 
colari alla comune sezione, formando tra loro un angolo 0. 

Trasformiamo , nel piano y' Ay" , gli assi Ay' ed Ai' 

Ai in due altri Ay" ed Ax'. Siccome si conosce l’angolo 0 
che gli assi A y* , Ay" fanno tra loro , si %vra per le forino- 
le dell' art. 291. 

y 1 ss y" cos 0 — t" sen 0 ) 

*'3 y" sen 0 -f- *" cos & ) ' ‘ * ‘ * ^ ’ 
e siccome la comune sezione AE è perpendicolare al piano 
w . essa si confonderà col terzo asse Ax" , e si avrà 

xt=x" (A*). 

Abbiamo veduto che la retta Ay" é nel piano nS"y'" , < 
poiché la traccia AE è ancora nello stesso piano , e que- 
»ta traccia é diretta secondo V asse Ax' 1 , così le Coordinate y" 
ed x'-' saranno situate nel piano x"'y'" . 

Si passera facilmente da queste coordinate x** alle Coor- 
dinate x H 'y '" , poiché conosciamo l’angolo <1 ndofo 

£0 uehariat 19 
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asse Ax" 1 fa con Tasse Ax" , t ossia AE , ed avremo per le 

forinole (M"')- * 

x" = x'I' coi p — ?" srn p ) f 

y" — x" 1 sen p -?y'"coMp ) 

11 terzo asse Az ri1 dovendo essere perpendicolare al piano 
de’ due altri Ax •" , Ay'“ , e siccome T asse Ai" gode di que- 
sta proprietà , dacché esso è perpendicolare al piano delle 
coordinate x 1 ' , ?' , il quale coni è $|ùaro è lo stesso .che il 
pièno' x 1 " ?" , perci?) si avrà ancora 

*«=»»" (/')• , 

Se nelle forinole (e') Cd (/' ) si sostituiscano i valori di 
x 1 , y' , e 2 1 , dati dalle equazioni (?) ed (ft’) e che inseguito 
si sostimi scatto in qyesti risultati i valori di ? J , y 11 , e z' 
dati dalle equazioni (i 1 ) (j‘) e si riuniscono i termini mol- 
tiplicali da ciascuna delle variabili * > y MI , i 1 " s *> troverà 

x • — x" 1 ( cos p cos 4* — sen p cos 0 sen 4 * ) # 

~_y w, (eos p cos 6 sen 4 » sen p cos 4» )-f- s"' sen 8 sen 4< 

y = x 1 " (eos p sen ’lf -f- sen ? cos 0 cos 4* ) 
y" 1 ( cos p cos 6 cos 4* — sen p sen 4* ) — t' n &n 0 cos 4* j 
z — x" 1 sen p sen 0 '-f- ?" cos p sen 0 -J- ?" cos 0. 

463 . I segni àf queste forinole possono variare secondo le 
inclinazioni che si daranno agli angoli *¥ , 0 , e p 

Per esempio , se gli assi Ax 1 ed A y" cadono come nell* 
(Far. 1 13) dietro gli assi Ai-, A r' , bisognerebbe cangiare i 
segni di sen 6 e di sen 4» nèlle forinole precedenti. Si perver- 
rebbe olio stesso risultato , impiegando- in luogo delle equa- 
zioni (e') e <gf) delle altee quazmoi ricevale dalle forinole dei- 
pari. 292 , si otterrebbero in questo modo 

a? — ?" ( eoe p (■'■i 4' ~j- sen p cos 0 seri 4* ) 

-f f cos è ic?'J -~sen..p cos* sen 0 sen% 

y ( sen <p cos 6 C 0 &—C. 0 S p sen ) 

-\-y'" (cos p cos 6 cos 4'-}* * en p sen'V)-?*"' sen Q cos 4*, 
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•••>■»-,', * - , V ■’ • , >v 1 .. • •■* 

t — X ’H seti 9 sen 6 — y"’ co» p sen 6 ■+ - " cos 9 . 

464 - In fine ti possono sèmpJi<yzzaie quefte forinole suppo- 
ne * — o , cioè a dire prendendo per nuovo asse delle x"' 
la traccia AE del piano ^ P>™° xj ., , e tacendo 

fg„ j — o , e cos 9 = 1 , ul“me forinole diventeranno 

x ss X 1 " cos V + jt coi 8 sen»P + t'"sen 8 sen 'P 
y — X ui sen 'V-\-y'" cos 9 cos 9 + *'»' sen fi co» *P 

a ss — .y'" sen 8 4” cos ® - . ' 
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delle superficie 

del secondo ordine. 


pernione dell’ equazione generale. 

4 65.L’«1»*™“ S'""* 1 ' d *‘ 8 "'’° ‘ Ì " a ""' 

.. ?Ì;'^i<:..+D iy +E.x+F*,+f,.+l'? +K*+L=o. ... .(»•')• 

Vi. 

«=*< co, X+l' « X ' + X “ ' , 

T — cos z +y * cos z< + a * cos z ” ^ 

Si troverà W equazione della stessa forma della precedente, 

, che noi potremo rappresentare con 

A i,i* + B'y<’ + CV’ + DV/ + E z * + F x * 

XgV + HV + R'X- + L=o...(mO 

t ffifienti di questa equazione sono lunzioui degli angoli 
I coefficienti 01 t /( y" Z" ; e siccome non vi 

X , Y , Z i X', Y , ’j e i relazioni’ stabilite dall’ equazioni 
sono tra quesu > n D ' ®1‘ c tl ang0 H SO no nove , resteran- 

no e (c0, ^ Tz^ni Per rmiuarli. Potremo dunque- 

no percò ‘re cond oni per equaiione («*); . . 


io perciò' tre condizion. («0- 

eguagliare a , Quindi ^efficienti D\ E' , F', de termini 
Disponendo quindi de >m0 cbe i e tre equazioni dv 

W i *'*' SfJ ; £,JL° 0 d F '=o, danno de’valori reali per que- 

r a tlr, co^ludLmo’cou ragione, che sarò sempre possi- 

' — ■ ***“ 

di pùw»**a» “1““”“ t"3- 
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A tale oggetto asserviamo die sostituendo nell’equazione (k') , 
j trinomi (/') che sono i valori di x di y e di • , i termini 
) Jìy , R# , L dell’ equazione (11 1 ) , non danno punto nel- 
]' equazione ( m ') termini affetti dal prodotto delie nuova va- 


riabili. 

Sostituendo negli altri termini i valori di x 


di 


y » 


di 


t dati dalle equazioni (l 1 ) , ed osservando che quando si ele- 
verà a quadrato il trinomio che è il valore di s , non bisogna 
prendere che il doppio de’ prodotti a due a due determini di 
questo trinomio , e che accade lo stesso rispetto a’ termini x ’ , 
ed y 1 , si troverà 


aAcosZcos Z' 1 

x'y'+ihcosZcosl" ' 

x'z'-j- a AcosZ' cosZ"\ 

aBcosYcosYt 

aBcosYcosY" 

aBcosY'cosY" | 

aCcosXcosX' 

aCcosXcosX" 

aCcosX'cosX'/J 

DcosZcosY' 

DcosZcosY" 

D cosZ^osY"! 

DcosYcosZ' 

| DcosYcosZ*' 

^ DcosY'cosZ"? 

EcosZcosX' 

EcosZcosX" 

EcosZ'cos X" J 

EcosXcos Z' 

1 

EcosXcosZ" 

EcosX'cosZ' I 

FcosYcosX' 

FcosYcosX" 

FcosY'cosX"! 

FcosXcosY' 

f FcosXcosY*' 

* 

FcosX' cos Y" 1 


* ..w, “S <o* 


Eguagliando a zero ciascuna colonna , si otterranno tre equa- 
xioni di condizioni. < . 

Mettendo nella prima equazione i coseni accentati fuori ^ 
troveremo 


aAcosZ 

JDcosY 

EcosX 


ccsZM-aBcnsY I cosY'-f-aCcosX 1 cosX' =o...^n , )s. 
DcosZ | EcesZ 1 

FcosX \ FcosY 1 


Facendo lo stesso sull» seconda equazione , troveremo 


cAcos Z I cosZ"-|-aBcosY cos Y'/-J*aCcosX 
DcojY I * DcosZ EcosZ 

EcesX I FcosY FcosY 


cosX"=o..(o')*5 
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Rappresentiamo le equazioni (n f ) ed ( o ' ) con 

M coì Z' + N coi Y' + P co» X— . o ) 

. e M coi Z"-j“ N cor Y ,, -f- P «>i X , *-r:o ) ' ' ' (P )• 

Si eliminerà N tra queste equazioni moltiplicando la prima 
per i-os Y’ 1 e la seconda per coi Y' , e sottraendo il primo, 
risaltalo dal secondo , Si otterrà 

M(cmZ"cosY'-co*Z'coìY")+P(co*X««iY'-co»XVo»Y , 0=o..:.(7')-. 

Si eliminerà in seguito P tra le stesse equazioni (p') sottra- 
endoli prodotto della prima per coi X»* dal prodotto della 
seconda per <oi X’ , e verrà 

M(coìZ" coiX' — coìX"coìZ')+N (cosY"cosX' — eo.iX M coi Y ^—o . . . .(r 1 )-; 

E supponendo 1? nuove coordinate rettangolari vi saranno 
tra le quantità Z' , Y' , X' le seguenti relazioni , art. 46s>-. 

coi X coi X 1 -f- coi Y coi Y' 4* coi Z cos Z' — o , 
coi X coi X''4-coi Y coi Y ,, 4~ coi Z coi Z"— o , 

Coi X ; coi X ,, 4“Coi Y'coi Y , ’4- coi Z 'cos ZJ 'sto* 

Essendo le due prime di queste equazioni della «tessa forma 
delle equazioni ( p' ) r noi potremo eliminare successivamente 
tra queste equazioni coi Y e coi X , come nelle equazioni 
abbiamo eliminato N e P , e troveremo 

coi Z ( cosZ" cos Y' — coi Z' cosY" ) 

4-eoiX(cosX" coi Y* — coi X' cos Y")=~o (*') , 

<oi Z ( coi Z" coiX' — coi Z' coi X" ) 

4~ coi Y ( coi Y" coi X' — cosY 1 cos X" ) — o 

Osservando ohe le equazioni (p) e (r') racchiudono tra le 
parentesi gli stessi termini elle syno racchiusi tra le parentesi 
dell' equazioni (q') ed (r / ) , potremo perciò lare 

eoi Z" eoi Y' — eos Z‘ cos Y" — Q 
coi X" eòi Y' — cos X 1 cos Y''— R 
<os Z" coi X > — COI Z' coi X'' — S. 

• t 4 ' 1 * - * 

\e equazioni , (j-') , (i') e (<') diverranno, 
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MQ-f l'R == o , MS — N fì = o (u 1 ) , 

Q cosZ + RcosX =o , S cosZ— "Reo* Y =o . . . (/). 

Essendo i coseni accentati tutti racchinsi nelle funiioni Q , 
R, S , si potranno elimipare queste funzioni tra le quattro 
equazioni (u 1 ) e ( v *). Fer ciò Fare le equazioni (t/) danno" 

V PR NR 



Sostituendo questi valori rispettivamente nelle equazioni (v*), 
sopprimendo il fattore comune R e facendo svanire i denomi- 
natori , si ottengono 

P cos Z = M cos X , N cos Z = M cos Y ; 

mettendo in lutfgo di M di N e di P le funzioni de' coseni 
senza accenti che queste lettere rappresentano , e che sono i 
«oefhcienli dell'equazione (o‘) , queste due equazioni divengono 

(ìC cos X -{- E cos Z -J- F cos Y ) cos Z 

— ( a A cos Z + T) COS Y -j- E COS X ) C0$ X...4* (a:*) y 

( 2 B cos Y+D cqs Z -j- F cos X ) cos Z 

~(i A cos Z -j- D cos Y -f* E cos X ) cos Y. ... . 

Mercè queste equazioni e quest’ altr* 

cos X* -j- cos Y* -f~ cos Z’ = I ... . (**) , 

si determineranno i valori di co* X , cos Y , cOj Z- 

A tale oggetto , divideuda per co* Z‘ , si potranno mettere 
le equazioni (ir 1 ) , ed (y ') sotto le forme seguenti 

cos X cos Y 

nC \- E + F 

cos Z cos Z 


cos X f „ cosY cos X \ 

-= — f a A-f-D + E » 

co*Z cos Z. cos Z / 




cos Y ■, CosX 

2 B -f-D+F 

cosZ cosZ 


cos Z 


cos Y a cos Y cos X 

« f IA+D--+E 


cosZ 


cosZ 


) 


'in- 




\ 
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Facendo 

tos X „ cosY 


totZ cosZ 


• ■ (<"). 


le equazioni (a") er {b 11 ) diverranno 

2(A — C)m-f-E(m’— -j) -f- D«n — F« ss o (di') f 

2(A — .B)««f-D( n ’— *>) “f* Em«— F ot =3 o ..... («•*). 

Ricavando il valore di m dall’ equazione (e") e sostituendo- 
lo nell’ equazione (d") , si vedrà che n sarà determinata da 
un’ equazione di terzo grado , e per conseguènza avrà almeno 
una radice reale. Questo valore reale di n posto nell’ equazio- 
ne (e") in cui m è al primo grado, m sarà parimenti reale. 

Se per mezzo delle equazioui ic 11 ) si eliminino cos X e co* Y 
nell' equazione (*») , si troverà 


«os Z ss 




Questo valore reale sostituito nelle equazioni (c") & ve- 
dere che cas X e cos Y sono ancora reali 

Le equazioni (l>) essendo simmetriche , si vede chiaramen- 
te ohe con processi analoghi si proverebbe la realità delle 
espressioni cas X 1 , cos Y' , cos Z 1 , cos X'* , cos Y" , C os Z". 

466. Risulta da quanto precede , che sarà sempre possibile 
di far svanire i termini che contengono i rettangoli delle coor- 
dinate , tanto nell’ equazione generale , quanto nell’ equazione 
pi iva de termini Ga , Hv , K.x , poiché abbiamo veduto ch<> 
i coefficienti de’ rettangoli delle coordinate sono indipendenti 
da questi termini. * 

L 1 equazione ' 


A*’ + %* + C*‘ + G* -f Hy -f. Kx + L ss o. . . 

avrà dunque la stessa generalità di quella che conteneva tutti 
i termini. 

467 . Se in questa equazione si sostituiscono i valori seguenti 

*S3*< + *, y—y' + z, a — s' + ip, 

1 origine non sarà più la stessa , e rappresentando 1 ’ ultima 
termine con P , si avrà 




r'+P=o..(e") 
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Si possono far svanire i tre termini affetti dalle prime po- 
terne delle variabili , con mettere eguali a zero i loro coeffi- 
cienti , e si ottengono. 

G H K 



* 




Questi valori essendo sempre possibili ogni qualvolta i coef- 
ficienti A , B , C , non sono nulli , l' equazione generale può 
ridursi alla forma 


Al* -■{- By’ -J- Cx’ -j- L o. 

468 . Quando il coefficiente di uno determini affetti da’qua- 
drati delle variabili è nullo , allora non si potrò far svanire 
il termine che contiene questa stessa variabile al primo gra- 
do : per esempio , se il coefficiente A di a f * è nullo , il coef- 
ficiente di z* non può svanire , poiché il valore zA y -f- G di 
questo coefficiente , non può mettersi eguale a zero onde de- 
terminare y , che è la coordinata della nuova origine nel senso 
delle ». In questo caso Don potremo dunque eguagliare a zero 
che i coefficienti de’ termini in x ed in^, ciò che ridurrà l’equa- 
sione (g ,; ) alla forma 


%* + Cx* + Ga -f R = D ( h " ). 

e siccome non abbiamo disposto che solo di due delle quan- 
tità », fi , y ì con mettere eguali a ^ero i coefficienti di x , 
e di y , potremo perciò determinare y eguagliando a zero l’ul- 
timo termine R. Questo termine non contenendo y , che al 
primo grado , poiché A = o , sarà perciò sempre possibile di 
determinare y convenientemente affinchè il termine R svani- 
sca. Allora 1 ’ equazione (li") diventerà 

By* + Cx*-f Gz = o («'") 

469. Se in luogo di A ss o , si avesse B = o , ovvero C:=ro, 
si perverrebbe ad una equazione della stessa forma della pre- 
cedente ; ma nella quale gli assi coordinali sarebbero scambie- 
volmente cangiati , e siccome la rispettiva situazione degli as- 
si è indifferente , perciò non considereremo che l’equazione (i")v 

470. In fine quando due coefficienti de’ quadrati delie 
variabili sono nulli e che si ha , per esempio., B=o , C— o, 
in tal caso non si possono far svanire i termini che contengo- 
no le prime potenze di * e di y ; ma non sarà lo stesso del 
termine R , dopo quanto abbiamo detto nell’ articolo 4 ®® 1 


a 
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ed illoia J’ equazione (g") potrà ridursi a questa forma 

A** -f- Hy -f- Kx = o. .... (/") 


471. Se io luogo diBzioediCso 
A — o , e B — o , 


orveio 


A — o , e C =r o , 


si aresse 


allora non si farebbe che invertire 1' ordine degli assi , come 
di già lo abbiamo osservalo. 

472. Finalmente $e ai supponessero i tre coefficienti A , B r 
C nulli nel tempo stesso , si cadrebbe suli’oquazioue 

G* -j- H y -f- Kx ss o , 


che è quella del piano. 

Risulta da quanto precede , che si possono diridere le su- 
perficie del secondo ordine in tre generi compresi in queste 
equazioni. 

Aa* -|- By’ -J- Cx * -J- P =0 , 


By* -j- Cx* -}• Gz = o , 


As’ -f- Hy -}- Kx ss 0. 

Non mettiamo tra queste equazioni quella del piano perchè 
la medesima è del primo grado. 


De piani diametrali e delle superficie del secondo- 
ordine che hanno un centro. 


' 473 . Abbiamo veduto che*le superficie del secondo ordine- 
dei primo genere avevano per, equazione generale 

Ax> + By* -}- Cx* P =: o. ,. . . . (*") 

Se si risolve questa equazione per rapporto a z , si troverà 
che * ha sempre due valori eguali e di segni contrarj , per 
conseguenza il piano xy divide la superficie in due- parti per- 
fèttamente simmetriche. Ciocché noi diciamo di x polendo ap- 
plicarsi alle altre variabili , concluderemo che ciascun piano 
coordinato divide la superfìcie in due parli simmetriche 
> In generale , ogni piano che divide una superficie in due- 
parti simmetriche porta il nome di piano diajneirale. 

4.74. La comune intersezione di due piani diametrali essen- 
do una linea retta che divide la superficie in due parti sin»- 
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metriche , il punto medio di questa retta e appunto quello 
che si chiama il centro della superficie. Il centro della super- 
fìcie è' determinato ancora dall’ intersezione comune di tre pia- 
ni diametrali. 

4 ^ 5 . La superficie data dall’ equazione (k") ha un centro 
poiché abbiamo veduto che i tre piani coordinati sono piani 
diametrali. L’ origine , che è il punto comune a’ tre piaui dia- 
metrali , è dunque il centro delLa superficie. 

Divisione delle superficie del secondo ordine 
del primo genere in ire specie . 

4 ^ 0 . Se il termine P dell’ equazione (k") si mette nel mem- 
bro in cui ha il spgno positivo , e che si facciano passare tutti 
gli altri termini nell’altro membro , e che si chiamino L, M,N 
ciò che diventano in questa ipotesi i coeflicieuti C , B , A , 
1’ equazione ( k" ) prenderà questa forma ,. 

P — L;r’+ My* -f Na* . . . . ( . 1 " > 

Il primo membro essendo positivo , ne segue che i tre coef - 
Scienti L , M , N non possono essere tutti negativi ; poiché 
allora il spcoudo membro sarebbe negativo , e 1’ equazoine sa- 
rebbe assurda. 

Le combinazioni de’ segni de’ coefficienti L , M , N non 
possono dunque offrirci che questi oasi 

1 .* I tre coefficienti positivi , 
a.* Due de" coefficienti positivi , 

3 .* Un solo de’ coefficienti positivo. 

!■' equazione delle superficie del secondo ordine del primo 
genere , potrà dunque dividersi in queste tre specie 

Lr’ -f My’ 4-N ; >=P ) 

Lar> -f My* — . N«* = P ^ . (m"). . . , 

_ Ni* — My» — Lx> — P ) * ’ 

477. Quando abbiamo affetto .del . segno negativo lino de 
termini della seconda equazione, e due delia terza, la scelta 
di questi termini è stata arbitraria poiché tutta la differenza 
che può aver luogo nella scelta di questi termini non influisce 
che sopra la posizione rispettiva degli assi coordinati , il che 
importa poco. Per esempio , se io luogo della seconda equa- 
nime avessimo preso quest’ altra 
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Li* — M y’ + Na* = P , 

oi vede che tutto quello che diremo della seconda equazio- 
ne (m") , relativamente all’ asse delle a , si applicherebbe al- 
l'asse delle y in- quest’ ultima. 

• Dell’ ellissoide. 

478. L’equazione 

Lx* _j_ My* + Na* = P . . . . (n") 

rappresenta un genere di superficie al quale si è dato il 
nome di ellissoide. Per conoscere la natura di questa super- 
ficie , seghiamola con un piano parallelo al piano xy , l'e- 
quazione di questo piano sarà , art. 436 . 

* = >• 

Se Ira questa equazione* quella della superficie si elimina xf. 
si avrà per equazione dell’ intersezione delle due superficie 

Lx* -f My* 4. Ny* z= P , 

orvero 

La;* -f- My’ = P_ Ny*. 

Si vede che questa equazione sarà quella di una ellisse ogni 
qualvolta si darà a y un valore tale che P— Ny* sia positivo. 
Óra , a misura clic y cresce più il piano secante si allonta- 
na sempre parallelamente al piano xy. Per conseguenza allor 
quando , facendo muovere il piano secante, esso perviene ad una 
posizione per la quale Ny’ sorpassa P, non vi sarà allora in- 
tersezione alcuna ; perchè 1’ equazione della superfìcie si ridu- 
ce in questo caso a 

Lx* -f- My’ re quantità negativa , . 
equazione assurda , essendo L ed M essenzialmente positivi. 

Tutte le ellissi formate da queste intersezioni hanno i loro 
centri sull' asse delle z poiché il centro di ciascuna è al pun- 
to in cui x , ed y sono entrambi nulli. 

479- Facendo in seguilo x = «, y = fi nell’ equazione {n") 

»i troveranno le equazioni • delle intersezioni con piani pa- 
ralleli a’pianiy* , e u, e si dimostrerà , come nel pre- 
cedente articolo , che queste sezioni sono ellissi. 

48 o Per avere le tracce dell’ ellissoide sopra ciascun pian/* 
coordinato, bisogna fare successivamente nell’ equazione (n'ty 
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* = o , *= 0 , y — o , 

il che da 

L x >-^-My’=P .... (o"), equazione della traccia sul piano xy 
My’-j-'Nz’mP .... (//') , equazione della tràccia sul piano yx 
Lx’-j- NV=P .... {q H ) , equazione dellatraccia snl piano xz. 

48». Queste tracce si chiamano le sezioni principali de Ila 
superfìcie. . 

48a. Le equazioni (o") , (p") , e (q") fanno vedere che 
queste tracce sono ellissi. Per determinare gli assi principali 
dell’ellisse eh’ è la traccia dell’ellissoide sul piano xy , si 
farà successivamente y~o , ed x~o nell’equazione (o") , e 
rappresentando con AB e con AC (Fig.»i4) * valori che si 
ricavano per x e per y , si troverà 



Mediante questi valori de’ semi-assi principali , sarà facile di 
descrivere 1’ ellisse che è la traccia sul piano xy. 

Si costruiranno del pari le ellissi che sono le tracce della 
superficie sopra i piani xz ed yz f poiché le equazioni {p") 
e ( q n ) , danno 

AB=V? . AD=Vf ■ “=V I ’ AD =V J 

per i semi-assi principali di queste ellissi. 

483. Se si considera la «bla porzione della superficie com* 
presa nell’ angolo triedro in cui le coordinate sono positive , 
allora le tracce sopra i piani xy , xa , yz saranno rappresen- 
tati dagli archi ellittici BEC , BFD , CGD. 

484 . Intanto tutte lè sezioni delle superficie con piani 
paralleli a’ piani coordinati possono facilmente determinarsi. 

Per esempio , se si dà l’ascissa AP (Fig.u4)j e si 
domanda la sezione fatta con un piano parallelo al piano yz , 
che tagli 1’ asse delle x in P , si tireranno pel punto P le 
PC' , e PD* parallele agli assi AY , ed AZ , ed allora PC* 
e PD' saranno i semi-assi dell’ellisse formata da questa sezio- 
ne. La quarta parte di questa ellisse è rappresentata da C G' D 1 . 
' 485. La traccia dell,’ ellissoide Sopra uno de’ piani coordina- 

ti , contenendo lutti i punti della superficie che sono in que- 
sto piano , ne risulta che se uno de’ due assi situati in questo 
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piano deve incontrare la superficie, questo incontro avrà luo- 
go ue’ punti che sudo corimbi alla traccia ed all’ a ssp. Le lette 
?AB , aAC , iAD , sarau duuqur le parti degli assi pi inci- 
dali, intercette tra 1’origiiie e la superfìcie, ed è perciò che 
queste parti si chiamano gli assi principali dell’ellissoide 
4 *6. Per determinare, i valori di questi assi principali , ba- 
sta fare successiva™ -nte due coordinate nulle nell’ equazio- 
ne (« #/ ) , e chiamando a , b , c , ciòcche diventano tu questa 
ipotesi x , y , * , si troverà 



elevando queste equazioni » quadrato , esse danno 

P P . P 

L=_ , M= - , ,N=_. 

a* b' . 

• .« 

Sostituendo questi valori nell’ equazione (n") dell’ ellissoide; 
riduceudo allo stesso denominatore e logheudo il fattore co- 
muue P , si ottiene ' , 

iV*x* -f- nVjr’-f- a'b't 1 — à'b'c* (r") 

equazione dell' ellissoide rapportata a' suoi àssi principali. 

487. Per avere la seztoue di un piano che passa per J’asse 
delle a con la superficie , si osservi che questo piatto essen- 
do perpendicolare ai piano xy , la sua equazione si riduce, 
ari. 4 ^ 9 , a quella della sua traccia AC (Fig.ti 5 ) sulla 
stesso piano xy. Se dunque si* chianti $ l’ angolo XAC t 
l’ equazione di questa traccia sarà , art. tio e , 

y = rtun <!>t 

eliminando y tra qttestu equazione e 1’ equazione (r") def- 
l’ ellissoide, si ita per quella della sezione 

' b'c’x* -j- rt*c’ lan a'b'ì* =a’i’c* .... (s"). 

Si vede (Fig. 116I che ogni punto M della sezione è deter- 
minato mediante le coordinate AP = x , e QM — a , ma 
siccome impiegando questo sistema di coordinate si ha l’ incon- 
veniente di non avere 1’ ascissa-m nel piatto della sezione , perciò 
noi Cingeremo 1 ’ asse AX tn un altro asse AC , prendendo 
una nuova ascissa AQ = * , e avrento tra queste coordinale 
la relazione 

Ar = AQ cw $ , . 
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Basi* 

* = r cos <p , 

ed osservando che tan $ cos p ~ sen p , verrà 

(i>c* cos 0 ’ jj- a *c* sen p' ) r’-f- a'b'z 1 = a'b'e'. 

488. Se a = £ , questa equazione si riduce a 

c*r* -j- a’*’ — a’c* .... . 

Questa equazione essendo indipendente dall’angolo tp , si deve 
conchiudere che quando a — b la sezione è sempre la stessa , 
è per conseguenza la superfìcie può generarsi facendo girare 
intoppo all'asse delle a una ellisse che avrebbe perequazione 

cV -f a'z'z= a*c> ...» (u"). 

489 . In generale ógni superficie curva generata dalla rivo- 

luzione di un arco di curva intorno ad un asse fisso si chia- 
ma superficie di rivoluzione, à 

E facendo a—b nell’ equazione , si avrà per 1’ equa- 
zione dell’ ellissoide di rivoluzione 

e*(«* -f* y') -j- o’a* = a’c * . . . . (o w )» 

4go- Uno de’ caratteri delle superficie di rivoluzione è che 
tutte le sezioni fatte con piani perpendicolari nell’ asse di rivolu- 
zione sono cerchi , nel nostro caso , se si elimina * tra l’equaxio- 
Be^t'") e Tequazione che è quella di un piano perpendicola- 

re all’asse delle *, si trova effettivamente che la sezione paral- 
lela al piauo xy è un cerchio ohi ha per equazione 

• . o*(e» — j.*) • • ' ■ 

** + 7 *=—^ • 

* c » 

491 . L’ ellissoide di rivoluzione porta il nome di ellissoide 
allungalo quando la rivoluzione si fa intorno all’ asse maggiore 
dell ellisse generatrice , e di ellissoide schiacciato quando la 
rivoluzione si fa intorno all’ asse minore. 

49 a - In fine se i tre assi sono eguali 1’ equazione (r") del- 
l' ellissoide si riduce ad 

*’ +y’ + ** = «■• 

Allora l’equazione (r") della sezione che passa per l’asse 
delle a , art. 488 , addiventa 

r’ -j- s> — a’ } 

« siccome essa è quella di cerchio che tiene per raggio a , 
*i vede perciò che la superficie può essere descritta da una 
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semi-circonferenza che girasse intorno al suo diametro , e per 
conseguenza la superficie è in tal caso quella d' una sfera. 

4q 3. Si può trovare a priori 1’ equazione dell’ ellissoide di 
rivoluzione intorno ad un suo asse , nel modo seguente 

Siano x , y , z ( Fig.i 17 ) le coordinate AP , PQ , QM 
di un punto M preso arbitrariamente sull’ ellissoide di rivoluzione. 

Perlo punto M e per l’asse delle * , che supponiamo essere 
l’asse di rivoluzione, tiriamo uu piano che taglierà l’ellissoi- 
de secondo DME. La curva DME situata nel piano secarne , 
essendo rapportala agli assi aAE , aAD-, se rappresenfiamc 
le coordinate AQ , e QM con re», siccome questa curva 
DME è una ellisse, dovrà aver luogo tra le coordinate a e a 
la relazione 

AD* . r* -f- AE* . a* 3 AD* . AE* , 

e mettendo in luogo di r* il suo valore *’ -J- y‘ , dato dalla 
proprietà del triangolo rettangolo APQ situato nel piano xj( , 
si avrà » 

AD’(.r*+j*)+AE*z* — AD* . AE*. 

Ora , 1’ ellissoide essendo di rivoluzione , si ha 
AE 3 AB . 

Sostituendo questo valore nella precedente equazione , e chia- 
mando AB , a AD , c , avremo per 1’ equazione dell’ ellis- 
soide di rivoluzione 

c’(x* -J- y*) *4* «’ 3 o’c*. 

4g4- I n generale si può trovare V equazione dclC ellissoide 
cercando f equazione della superfìcie la quale , essendo rap- 
portata agli assi rettangolari AX , AY, AZ (Fig. 118 ) dia, 
per le sezioni fatte da' piani coordinati , delle sezioni ellittiche, 
in cui gli assi principali siano gli assi coordinali , e che dia 
per tutte le sezioni perpendicolari ad uno di questi assi coor- 
dinati delle sezioni ellittiche , gli assi principali delle quali 
siano paralleli a' due altri assi coordinati. 

Le equazioni delle sezioni fatte da' piani xz ed yz potranno 
dunque essere rappresentate da 

o*z* -j- c’ir’ 3 n*c* .... (w 1 ') 

'b*z' -4* c*y* 3 A*c* • ■ • • (ir'O - 

La prima di queste equazioni appartiene all’ ellisse che ha per 
; arco DEB (Fig. u8),'e la seconda appartiene all’ ellisse che 
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ha per arco DGC. Consideriamo «ulta superficie un puntp M 
la di cui distanza dal piano xy , . sia. eguale ad AO . Se pel 
puh lo O si fa passare un piatto parallelo al piano xy , la se» 
zione EGF fatta da questo. plano sarà per ipotesi una ellisse,, 
ed i semi-assi OE , GO di questa ellisse saranno* i valori che 
prenderanno x ed y ' nell’ equazipni (w^) ed (&") quando in 
esse si farà isAO, si avrà dunque . , 

’ ' a' ■ ' -A* *• i 

OE* zsz — ( c* — z* ) , ©G* ~ — « (e* — x* ) » . - 

e* e* * 

Ori , qualunque siano le coordinate * edy che oorrispon- 
dano a s — AO , è chiaro che abbassando da tutti i pun- 
ti dell’ ellisse GEF le perpendicolari sul piano ay , l’ordi- 
nata x la quale è eguale ad AO non potrà essere che una di 
queste perpendicolari. I piedi di tutte queste perpendicolari 
forgieranno sul piano ty una ellisse HQI assolutamente situila 
all’ellisse GMEF , e si avrà per consejbenta > 

AI = OE , AK. — OG , 

*f 1 ' 

1’ ordinata MQ del punto ehe consideriamo essendo dunque 
situata sul punto Q il quale è uno di quelli dell’ellisse HQIIJ , 
le altre due coordinate AP=*r , e. , saranno due coor- 

dinata di questa ellisse. Per conseguenza si avrà per la natu- 
ra dell’ ellisse , art. aoy , 

AI*.j* + AK,*.** ss Al’.AK* , 
nwero , dividendo per AI’.AK*, 

/ «* 

' AK.* AI* 341 

Sostituendo ia questa equazione i valori di AI* e di AK* 
che sono gli stessi di quelli di OE’ e dj- OG® j. t faoendq 
svanire i denominatori , si troverà 

a* £* x’-j-a* c*y*-{-A’ c* *’ sf: o* d* c*. 

49?. Quando uno de’ coefficienti L, M, , dell’ equazio* 
ne (»'•) è nullo , «.che si ha , per, esempio , N—o , questa 
equazione si riduce a quella di una ellisse rappresentata da 

L*’ Mjr* =3 P. „ . , (y”). 

Ogni punto della superficie sarà dunque assoggettato ad 
Boucharlat so 


Sostituendo ìa questa equazio 
che sono gli stessi di quelli di 
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avere l’ ordinata sopra i punti di una ellisse situata sul 
piano xy , e della quale x ed y souo le coordinale. Quante 
volte questa condizione avrà luogo s >, sarà arbitraria ; per con- 
seguenza alzando da ciascun pùnto di questa ellisse le or- 
dinate * > che passeranno per tutti i gradi «li grandezza , que- 
ste ordinate apparterranno sempre alla superfìcie ; dunque que- 
sta superficie sarà un cilindro. r ✓ ' , 

4 q 6 . Se L =-M , la base di questo cilindro è uu cerchio , 
poiché allora 1’ equazione (y") diventa , , , 

P 

-f- y*= — » « 

. M 


497 ■ In fine se si ha 

, L s; o , ed N = q , 

1 ’ equazione (n 1 *) si ricuce ad Mv’ = P , e da 

V-- ' 


yt=z±: 


Ora , abbiamo veduto , art’. 436 , che IVquazioae y 3 r re- 
stante è quella di un piano perpendicolare alleaste delle y , 
il quale , per 'conseguenza , è parallelo al piano ri ; dunque 
l 1 equazione • < ■ . 

■;=W- : ^ . 

Y M 

appartiene a due piani perpendicolari all’ asse delle y , uno 
de' quali taglierebbe quest' asse , e 1 ’ altro, il suo prolungamen- 
to , a delle distanze dall’ origine rappresentale da — . 

M 


Dell’ iperboloide ad una nappa. 

1 ■ , . .. . : 

498. La seconda specie delle superficie dèi sfecondo ordine 
del primo genere , è racchiusa nell* equazione , art. 476. 

Lx’ -j- My — Ni’ st P. .'I. (a'*). 

Segando questa superficie con de’ piani paralleli a’ tre piani 
Coordinati , si avrà 


*> 
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t* 1 — Nz*:=P — Mfi\ . v (o ,,/ ) set. paralMa al piana xy ^ 

My ' — N* J =P— •Li*'*. . . (£"') set. parallela al piano zy , # 

. . . (c'") set. parallela at piano Xy. 

Le equazioni ( a ,n ) e (i'*') appartengono a delle iperboli, lé 

^nali , quando /3 = o , ed a— tì, diveudofto le Sezioni pritìi 
Cipali formate da’ piani xz , ed yz. 

499 Le equazioni di queste sezioni sono dunque 
L*’ — N*‘ = P. . . (, d"*) -, 

My 1 — N*> = P. . ; (e»*) ; 

L equazione (et'**) ci dà 

\ **=s 



Quando in quésta si fa x=zo t 
quando si fa x ss o »> si trova 




si (rota s , immaginario : rilà 

1 

1* 

L ’ 


per l' dséissa dalia pili piccola ordinata. Ogni Valore di ic mag- 
giore di questo , presa positivamente ,,o negativamente, corri - 
spenderà ad un'ordinata reale. Dunque la sezione fatta col 
piano xz ha la forma che noi le distilo (Fig.tig). 

Si troverebbe del pari che nella sezione fatta col piano yz , 
1 * asse delle t non incontra la curva. 

5 oo. L’ equazione (e ,,, ) , della seiioite parallela al piano 
dry è quella di una ellisse i di cui semiassi principali si th>- 
Vano fa ondo successi vaiueute ed j'so j e sodo pef 

Conseguenza 

1*4 N*’ P4Np* 

■ v 1 *■ — — *• — ■ • 

L IVI 

Il più piccolo Valore ehé si possa dare i qtie*ti sertii-aM» 
è quando si fa y =2 o. In questo caso il piano secante si coni 
fonde coi piano arjf ; ma muovendo questo piano secantè pa- 
rallelameme a se stesso j sia al di Sopra , o al di sotto del 

P iano xy , allora crescerà Continuamente ; per c'onsegu'éiùa 
ellisse che forma hi sezione sarà tanto più «rande quanto pi* 
il piano secante si allotuenerà dal piano uyz 
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-5<U. Per avere i punti iu cqi gli assi cpordiuati ppssono 
essere tagliati dalla superficie , si farà successivamente nell'equa- 
zione (z*J. 



Dunque 1' asse delle t è il Solo che non sia tagliato dalla 
superficie , il che si accorda con quello che abbiamo detto ar- 
ticolo 499- Se si hi 



e che per mezzo di queste espressioni si eliminino L , M , N 
dall'equazione (a") della ’ superficie , operando come uel- 
1’ att_-486 , si troverà .. , .. 

b'c'x 7 -J- a'c'y * — - a r b''» x S n’i’c* . . - • 
equazione dell' iperboloide ad, una nappa. 

5oz. Per avere la sezione di questa superficie con quella di 
un piano che passa per 1’ asse delle z , l'equazione di questo 
piano essendo y x tan $ , bisognerà eliminare y ira questa 
equazione e quella della superficie , e si otterrà 

( b‘c * ’-f- a’c* tari p* ) — a’é’s* S à'b’o* ; 

mettendo per x il suo valore r cos p , art. 488 , questa equa- 
zione diventerà _ ... 

( i*c* cos p 1 -f- a*c*$en p' ) r 1 — a'b'z 7 •— a’i’c 1 , 

la Ijuale £ l’equazione di on& iperboli, e che quando a— b , 
si riduce a i ' 

c’r 5 — 0‘z’^f’a’c*. . . (gf 11 )- 

_ C * > V » . I * ' 

da questo caso , tulle le sezioni che passano per l’asse delle 
* > essendo indipendenti dall’angolo p , sono, tra loro eguali, 
e l’ iperboloide diventa alioAa uua superficie di rivoluzione. 
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5 o 3 . li’ iperbola $ una .porzione della quale è rappresentala 
da MAM/ (Fig.tao) essendo il luogo geometrico dell’equazio- 
ne cr > n’a 3 =: a’c 1 , ha il- suo asse delle * diretto secondo» 

C *. Se si fa girate fìjl A M' intorno a quest’ asse t la curva 
MAM' descriverà un iperboloide di rivoluzione. Tulle le ret- 
te, come m, l n' , m"n u ,,ec. , descriveranno tanti cerchi .che 
saranno tante sezioni della superficie di rivoluzione 

In conseguenza di quanto precede , se si fa a S b nell’equa- 
xioue (/'") , si troverà , per quella dell’ iperboloide di rivo- 
luzione ad una nappa 

)— a'z* Sì a’c‘ (*). 

5o4- Questa equazione può trovarsi ancora ^z priori come 
nell’ articolo 49^» In generale , ogni superficie di rivoluzione 
si otterrà con lo stesso processo ^poiché in queste tali 'super- 
ficie , se si chiamino r e ■% le coordinate AQ , te QMT (Fig. 1 16 ) 
dello generatrice, risòlvendo l’equazione di questa generatrice 
DC , si potrà -ottenere per z dna Certa funzione di r che noi 
rappresenteremo con fr , in modo die- avremo 



Sostituendo in questa equazione il valoredi rche è ' x'-^-yf 
si avrà 

• *=*/(»“ +/’), " • 

per l’equazione generale delle superficie di rivoluzione (**) 

. • ■ -, v .- • • ■ * r > * i t».- 



(*) Secando questa superficie con un piano perpendicolare 
all'asse di rivoluzione z , 1' equazione del quale piano è z 3 y , 
si ottiene , coll' diminuzione di z , f equazione della sezione 


a* ! 

’x» 4-y»=: — (e* -f->’ ) 

c* ’ 

che è quella di un cerchio ; il che coincide con quotilo *» 
detto di sopra , cioè che ogni sezione fatta parallelamente al 
piano xy è sempre un cerchio , La più piccola di questa di 
queste sezioni è quella • che corrisportde ad y o , cioè a quel- 
la fatta dallo stesso piano xy , che è 

. .x» a». -- {11 Traduttore)* 

(*’) Infatti , sia la retta ÉC (Fig.L,lav. , j) che incontri in 
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Ciocché precede c indica che quando c data 1’ equazione 
delia generatrice, bisogna cangiare r’ in r»-f-y» per ottenere 
l’equazione della superficie di rivoluzióne. Per esempio, ue| 
caso dell’ iperboloide di rivoluzione ad uqa nappa , la genera- 
trice essendo una iperbola nella qual* p asse delle z di rivo- 
luzione nou incontra la curva , si ha per 1’ equazione di que-. 
ala generatrice 

c’r 1 — a*** & a» c » , 


«vvero c . / 

* ^ 'ÌZ —i V r* ■> — q* ^ 

a 

e mettendo in luogo di n* il suo valore a:* -J-y 4 , si otterrà» 
V equazione dell’ iperbaloide di rivoluzióne ad una nappa. 

5o5. Si può trovare a priori 1’ equazione dell’ iperboloide ad 
V 11 *» nappa, ,• partendo dalle seguenti proprietà della superficie.. 

. 1° Un. solo de' tre asti coordinati non incontra la super- 
ficie ; a.° tutte le, sezioni perpendicolari a quest' asse sono el- 
lissi ; 3 queste ellissi hanno i loro centri situati su quest'as- 
st , ed f loro assi principali sono paralleli agli altri due assi 

i • • i ... i 


B l'asse delle x , ed in c quello delle %■> e sin AB 3 a, edi 
A(C Zi b, sarà l equazione di BC y 

b 

\ v — — H + b 

>V * " * ' * 

ossia h 

,ts -(»-t) 

a 

e'vièttendo ite luogo di t il tuo raion V x ._|_y> ^ „• aor ^ 

.■:> 

ts _ (a V x >-j-y» ) 

a 

che sarà ? equazione della superficie di rivoluzione generata 
dulìa linea BC , cioè V equazione del cono , come nell'arti- 
colo 454 . (Il Traduttore) 
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coordinali \ 4 ° le dne seiioni principali che passano per l'asce, 
ihe non incontra la superficie , sono iperboli ih cui Casse prin- 
cipale immaginario è quello che ad esse è comune , e delle 
quali il centrq e alC origine- 

Prendiamo (Fig.119) , •’»»*< delle * per quello che non in- 
contra la superficie. In conseguenza della quarta condizione le 
iperboli EBE‘ , DCD',dale dalle sezioni de’piani xz e yz, do- 
vranno avere le loro equazioni della seguenti forma 

c » v »_ 0 ij> = «V , c'y' — A 2 * 1 = b'c ». .... (/>'"). 

Considerando un punto M della superficie , la cui coor- 
dinala z sia rappresenlala da QA1 — AO , e tirandn pel pun- 
to O un piano parallelo- al piano xjr-, I’ juleiseiroue della su- 
pcilioie 1 con queslo piano, sarà l’ellisse Mk-NF. I quadrali 
•de’ semi-assi principali di questa ellisse saranno , .coinè nel- 
1 ari. 494 1 * valori che . prenderanno x‘ ed y* indi equazio- 
ni (h^f) per una slessa ordinala AOs z. & av ra duuque 

a’ b' 

OE* = — (c* -+■ z’) , OC’ = — («* + *’)• 

c* c’ 

. ' '■ # 

Le coordinale x ed y dovendo appartenere ad una ellisse 
che tiene OE , ed OC. per semi assi , ari. 4g4 > dovrà aver 
luogo ira questa quantità la relazione , ari. ioj. 

OE’.y* -|-OG\** = OE’.OG* , , 

ovvero 

y* *’ 

OG» OE* 

Mettendo in questa equazione i valori di OE* e di OG* , 
e làceudo svanire i denominatori , si' troverà 

b'c'x' -f- nV'j 1 — n’A’z’ = n’A’c 1 . 

5o6- Quando uno de’ coefficienti che affettano le variabili 
è nullo nrM’ equazione (z") , e che si ha , per esempio N=o r 
questa equazione si Riduce ad 

L.r* + My*=P. . ’ 

Sara facile dimostrare , come nell’ art. 4 q 5 , che la su- 

•t>" :• H*U\ Vjl’.fcJ 'O-i (Tu* -i'V ’ ? * * 
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perMcie diventa allora quella di uu cilindro (*) , che tiene! 
per base 1’ ellisse che ha per equazione. 

* ' ' ’ L*’4-My> = P. 

Se al contrario fosse L o M nnllo , questa superficie cilin- 
drica avrebbe per base una iperbola. . t * 

507. 'Quando il coefficiente nullo i F, f equazione (*") si 
riduce ad ■ < * ' . • 

L** -J- My’ — Ns’ = o . * v „ (i'"). 

Passo a dimostrare che la superficie rappresentata da questa 
equazione Ha la' proprietà che ogtti retta, tirata dall’ origine 
•d uno' de’ suoi punti' J. si confonde in tutta la sua estensione 
•011 questa superficie > ed essa per conseguenza è del genere 
delle supérfieie coniche (*")• - * q. 

- A tale oggetto , le equazioni di una retta che passa per 
Porigine essendo se“ 01 , ed y ss bx , se supponiamo che l'in- 
cline rione di questa retta sia determinata dalla condizione che 
essa abbia un punto r' , y‘ , x' , comune c.on la superficie x 
in tal caso queste coordinate dovrà uno soddisfare nel tempo 
stesso all’ equazione della linea retta ed a quella della super- 
ficie , in modo che si avrà 

ad =r tu' , jd z=; lx f , JLad’ -f- My' 1 — 

Sostituendo , neMa tersa equazione $ i valori di ar* j e di V* 
dati dalle due prime equazioni % e divendo in seguito per *.'% 
si otterrà v ’ ' <■ 

La’-f Mi 1 — N = o» 

della quale si ricava . - , 

: . .• , 

mettendo questo vaio re di & nella seconda equazione della ret- 
ta , si avranno per i" equazioni di questa retta 


(*) La superfìcie cilindrica è atta superbie curda genera- 
ta dal movimenta di una retta che si muova parallelamente 
ad un * altra retta ,data. (L’Au tore) 

C* ") Lad superficie conica è una superficie generala dal mar 
f/imento di una retta clic passa sempre per uno stesso punto- 

('L’Autore,) 
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IN — Lo* 
Ai 


Questi valori di * e di jr appartenendo ad «a ponto qua- 
lunque della retta , se noi li sostituiamo nell’ equazioue (i" # ) , 
e eh’ essi la soddisfino , potremo allora affermare che ogni 
punto x , y , a , di questa retta è situato sutla superficie rap- 
presentala dall'equazione (i! ìl ). Ora questo appunto è quello 
che ha luogo ; poiché facendo 1’ indicata sostituzione si cada 
sopra una equazione identica. <’ • 

5o8. Se si seghi questa superficie conica con nn piano pa- 
rallelo al piano ry , l' equazione di questo piano essendo a — y> 
bisognerà eliminare x tra questa equazione e quella della su- 
perficie conica , per attenere 1’ equazione della sezione , che 
sarà per conseguenza 

. Lar 1 -f- My* ss Ny*. 


Si puh riconoscere , in questa equazione , quella di una el- 
lisse che è indipendente dal segno di y ; per conseguenza le 
sezióni fatte ad eguali distanze al di sopra ed al di sotto del 
pianò’ xy , sono ellisse eguali, è siccome queste ellisse vanne» 
sempre crescendo da zero fino aH’ infinito , a misura che il 
piano secante si allontani dal piano xy . , si vede perciò che 
questa superficie conica si compone di due coni ellittici oppo- 
sti al vertice , ed avendo lo stesso asse. 

5cg. Questa superficie conifa è assintotica alla superficie del- 
1’ iperboloide , cioè a dire , non potrgbbe incontrarla che sup- 
ponendo y infinito. , 

Per dimostrare questa proprietà , facciamo z — y nell'equa- 
zioni (s rt ) ed (z' ") , avremo per le equazioni delle sezioni el- 
littiche fatto dai medesimo piano. 


Li’ -f-My 1 = P + Ny» , Lx’-f-My 1 = Ny*. . . (f nr ). 
Ora , se queste due ellisse avessero un punto di comune ( ¥ ) 


( ¥ ) Eguagliando a zero successivamente x ed j , si deter- 
minano i semi-assi principali di queste ellissi , ed in seguita 
k Ux'o aje mediante la formola «ab , art. a84- Si troverebbe 
else la differenza di queste aje eguale a 

P 

VmIT 
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bisognila bbe che le coordinale ir ed y ili questo punto , sodi* 
disfacessero alle due equazioni , e che in .questo caso i loro 
primi membri fossero eguali , ciocché necessiterebbe l’ egua- 
glianza ancora de secondi membri, e perciò si avrebbe liquazione . 

P * 

P-f Nj.* , ossia [-‘l = » , 

la qual* equazione pou cessa di essere assurda che quando y 
è. iufiniio. 

5 io.. In fine , ae nell' equazione (i f,f ) , si avesse M=N , 1» 
superficie sonica sarebbe un doppio cono a base circolare. • 


Dell' iperboloide a due nappo . 


5n. L’equazione Nj%— M y‘ — Lai*— P...(k."') appartiene alia, 
terza specie di superficie del secondo ordine dei primo gene- 
re , art. 47(*-. ... 

facendo successivamente jr=<* , Y—@ ì a— Jr i si trovano',, 
per le equazioni delle seziópi parallele a’ piani coordinati , 

Ni’ — Mv* =s P-f-L*’.... (V") sezione parallela al piano yz, 
f'z ' — ■ La:’ = l’-f-Mp’.. ..(/»"') sezione parallela al piano xz, 
My- + La:* =Ny’ — P....(n' w ) sezione parallela al piano xy. 

le equazione \l nr ) ed appartengono a delle iperboli , 

1* equazione (n ,,, j è quella di una ellisse che cessa di esistere 
quando Nj,’ — P è una quantità negativa j in questo caso si hn 


‘ • P , - /*• 

Ry’ <P, ovvero y 7 <C. — j e per conseguenza y< A/ — . 

■ M ». M N 

n / P '• 

• Ma dacché y diventa maggiore di ^ — , & secondo tet- 

ri 


e che per conseguenza essa è indipendente da y Ora le aje- 
di queste' ellisse- crescendo a misura che il piano secante si- 
allontana dal piano xy ; ne segue Che ■affinché la loro di ffc - 
Tema sia sempre la stessa , è d'uopo che le superfìcie si avvi* 
daino sempre C una alt ’ altra. (L’Autore) 
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Diioe dell’ equazione («'") con accrescersi farà ancora accresce- 
re gli assi dì questa ellisse , e facendo y negativa , si troverà 
dai lato delle * negative una seconda superficie assolutamente 
simile glia prima. Risulta dunque da quanto precède , che 

tirando ad una distanza — , tanto da sopra che da sotto 

N 


del piano xy , due piani paralleli , la superficie non sarà pun- 
to compresa tra questi piani j ma che tirando 'de’ piani paral- 
leli vicinissimi , a misura che quest! piani paralleli si allon- 
tanano dal piano xr nel senso delle * positive , o in quell» 
delle * negative , si avrà una serie di curve ellittiche che cre- 
sceranno insensibilmente' da néro fino all’ iufioita. 


5ia. Poiché la superficie non è punto incontrata dal pia- 
no xy (*) , essa non potrà dunque essere incontrata dagli as- 
si delle x e delle y , che Sono contenuti in questo piano 5 ma 
non sarà lo stesso rispetto all’asse delle z , •• 

In fatti , se si eguagliano successivamente a zero due delie 
Variabili dell’ equazione , faoendo 



quest’ ultima espressione é il solo coefficiente che sia reale. Fa- 
cendo dunque \f — — c , sarà ac il solo asse reale della su- 

* N 


C) Ciò diventa ancora manifesto considerando V equazione 
... . My 1 -f Lx* =2 — P. 

la quale è quella della sezione della superfìcie col piano xy v 
e che dà de valori immaginarti peri due semi-assi principali 

(L’Autore) 
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v-h, 


perficie -, ina per analogia uoi supporremo 


V 


— = 3, il che d'altronde è possibile, poiché queste 

M 


espressioni sono le costanti dell’ equazione della superfìcie , 
die noi rimpiazzeremo con altre costanti. Sostituendo i valo- 
ri di L , di M e di N , ricavali da queste equazioni, si troverà 

a'b’z* — a'c'y’ — h'c'x'z= a'b'c* ■. . . . (©«'). 
equazione dell' iperboloide a due nappe. 

5i3. Si dimostrerebbe , come uell’ art. 5oa , che la sezione 
della superficie 'fatta con un piano che passa per 1’ asse delle 
a è una iperbola , e mediante l’equazione di questa sezione , 
si. troverebbe , some negli art- 5oz , e 5o3 , che la condizio- 
ne necessaria , a Iliache la superfìcie sia di rivoluzione , è l’egua- 
glianza de’ coefficienti a e b. 

’ 5ìfy. Del resto, si pud trovare iramedi a la incute questa cort- 
ili?, ione dietro di quanto abbiamo detto , art. 5o4 , che in que- 
sto caso a dev’ essere una funzione di ar’-J-y’ , il che non pud 
aver luogo se non quando i coefficienti di x* e di y* diven- 
gono tra loro eguali. In questo caso , l’equazione (o" ( ) si ri- 
duce ad • 

«'‘i’ — c’(x’-j-.y’) = a’c*. 


equazione dell' iperboloide a' due nappe di rivoluzione. 

5t5 Questa equazione potrebbe ancora trovarsi , come nel - 
1’ art. 5ol. mettendo x’ -f- y % in luogo di r’ nell’equazione 
della sezioue ehe passa per d’ asse delle * , la quale è della 
forma. 

- _ a’z? c’r‘ rs n*c*. 


5i6. Si ottiene l’equazione dell’ iperboloide ad una nappa, 
modificando così K enuncialo dell’ art. 5.o5. L'asse che non. 
incontra la superficie nell' iperboloide ad una nappa , è pre- 
cisamente il solo che la incontra nell' iperboloide a due nappe. 

Quindi le equazioni (h'")^àelV art. 5o5 , cangieranno dun- 
que di forma , e diventeranno queste 

a’z'—c’x' = n*c* -, 3’s*— c’/ a — b*c. ; . : . ()»'*<) j 

polche 1’ asse delle z per ipotesi essendo solo quello che incon- 
tra la superficie , bisogna che facendo ,-r=o , ed y‘— o , nel- 
le equazioni (jo rtt ) , si trovano de’ raion reali per 3 . - . 
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L’ iperbola data dalla prima delle equazioni (p nl ) è rappre- 
sentata da EFE'F* (Fig.121) , e 1 ’ iperbola GHG*H' data 
dalla seconda dèlie equazioni (p IJ ') è situata della stessa ma- 
niera rispetto all'asse delle z. 

Per mezzo delle equazioni . si farà il resto del calco- 

lo , come nell’ art. 5 o 5 . 

5 iy. Quando nell’ equazione (k"') si lia 

M rr o , ovvero L ri o. - 

1’ equazione della superficie si riduce a quella di una super- 
fìcie cilindrica , la base della equale è, una iperbola , -tome è 
facile convincersi con gli stessi ragionamenti fiotti nell’art. 49». 

Quando il solo coefficiente N è nullo , la superficie cessa 
di esistere , poiché la sua equazione diventa allora assurda. 

5 1 8 . Finalmente quanto P— o, l’equazione 

Ni* — My» — Nx J = o , 

diventa quella di una superficie conica assintotica all’iperbo- 
loide a due nappe | ciocché si dimostrerebbe ancora come 
nell’ articolo 870. 

Delle superficie ' del secondo ordine 
del secondo genere. 

5 19. II secondo genere delle superficie curve del secondo 
ordine è contenuto nell’equazione art. 47». 

By* -J- Car* -{- Gz* rr o ; 

lasciando Gz positivo nel primo membro , si avrà 
Gz rr -1- By* — Cz*. 

Il primo membro essendo positivo , il secondo dovrà esserlo 
ancora positivo , ciocché non potrà aver luogo che'’ in questi 
due casi. 

_ 1 ° Quando i termini del seconde metnbro saranno entram- 
bi positivi. 

2.® Quando uno di questi termini sgrà positivo e l’altro 
negativo. 

Se si rappresenti -dunque con N* ) a quantità positiva Gz 
e con L e con M i valori assoluti de’ coefficienti di a: e diyi 
non si potranno avere pel ian giamealo de’ segni che queste 
tge combinazioni 

N* rr L*.* -f My* 

N* rr Lr® — My* ' ’ • _ 

Wz rr My 1 — 
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Le due ultime equazioni essendo della stessa (urina , Intld 
quello che si-dira deli' una potrà applicarsi all’ altra cangiati* 
do I asse» delle ar in quello della y , e reciproca menti!. Dun- 
que noi non consideriamo che una< di queste equazioni. 

Del paraboloide ellittico. 

5ao. La prima equazione che ci proponiamo di discutete fe 

Lsc* -j- M r > zz N* » * . ( q '" ) 

essa appartiene ad una superficie alla quale le si è dato it 
Dione di paraboloide etiitlieo. 

Eliminando succes riveniente * , y, z , tra l’equazione (q" 1 ) 
e le equazioni x = et, y — fi , z z= ^ , si trovetà 

Ny’ = Nz — La» , sezione parallela al piano jz 

La' zz Nz — M/J* , sezione parallela al piano xz 

L# 1 *4 M y’= Ny sezione parallela al piano xy. 

Si vede dunque che le sezioni fané con de’ piani paralleli 
a’ piani zy , e tx sono parabole , e che la sezione falla coll 
no piano parallelo al piano xy è una ellisse. Questo piano xy 
non incontra la superficie , poiché quando z zzo , 1’ equazio- 
ne si riduce ad 

I.ar’ -j- My* = o , 

equazione assurda ; dacché L ed M essenzialmente positivi , 
questa equazione ci dice che una somma di quantità positi- 
va è nulla (*). 

5ai. Quando z noh è nullo, Come noi abbiamo suppo- 
sto, art. 5>9 , che Nz era una quantità positiva ; senza imita 
stabilire sul seguo di N e di z , si vede che affinchè questa 
condizione sia verificata bisogna che N e z siano dello stesso 
segno ; quindi la superficie non puh estendersi che da un solo 


(*) Li equazione Lx 1 4 My' — o non è punto assurda i 
come dice f Autore ; ma ci dice che per essere soddisfatta è 
d' uopo che sia X zz o , ed y zz o. Quindi il p'ano delle xy 
incontra Li seper/feie del paraboloide ellittico nel punto le etti 
coordinale sano ' •' 

X^zo, y — o, zzzo, 

cioè alt origine. Ma quanto un piano incontra in un sol 
punto una superficie esso è tangente alla stessa superficie f 
dunque il piano delle zy è tangente all origine alla super* 
fici» del paraboloide ellittico . • ( il Traduttore ). 
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Imo del piatto xy> Facendo crescere successivamente }, da. fero 
fino all' infinito , il piano secante allontanandosi dal piano 
j-y darli ani serie di sezioni ellittiche che anderauno sempre 
crescendo. 

S 22 . Queste ellisse avranno i loro centri sull’ asse delle * , 
poiché 1’ equazione ' 

L*’ -f- My> = 

che tutte le racchiude , è rapportata ad una origine che"! il 
centro della curva , e siccome questa origine è il punto iu 
cui x ed y sono nulli , perciò essa è sull' asse delle z% 

5a3. Tutte le sezioni che passano per l’asse delie z saran- 
no delle parabole , poiché eliminando y tra i’ equazione della 
superficie e 1’ equazione y — tan p ■ x , la quale è quella di 
u« piano ACB (Fig.n5), che pasta per l’asse delle z , ed. 
operando come negli art. 4^7 , e 4^8 , si trova che la con- 
dizione necessaria alifichè la superficie sia di rivoluzione } si 
riduce ad 

L = M. 

» . ' 

Si vede d’ altronde che questa condizione è quella che de* 
v' essere verificaia in questo caso , art. 5o4 , affinché essa 
renda z una funzione di x 1 Se si cangiano dunque L 

in M nell’ equazione (q /lr ) si troverà 

4 - — * , * 

M 

N 

ovvero facendo , . \ « — r= p 

M ' 

• *’ 4- y’setpt 

equazione del paraboloide ellittico di rivoluzione. 

5a4- Si potrebbe trovare a priori , questa equazione risol- 
vendo il seguente problema. 

Cercare qual' è la superficie di rivoluzione che tagliata da 
un piano che passa per 1' asse delle z ; dia tempre per se- 
zione una parabola , in cui l'asse principale sia lo stesso 
asse delle z. , 

Rappresentando coti r 1 —pi l’equazione della sezione fatta 
con un piano che passa per 1’ asse delle z , basta , art. 54® , 
idi cangiate in' questa equazione r 1 in X 1 -$• y* } onde avere 
qudia della superficie cercata. ‘ ; 
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3lO TfORU DK.1E StllTItTlGlt DEI SECONDO ORDINE 
5a5. Si può trovare i’ equazione dei paraboloide ellittico 
•dietro le seguenti proprietà. 

i.° Due de' piarti coordinali danno per setioni delle para- 
bole che hanno lo stesso pfse principale. 

i.° Tulle le sezioni perpendicolari a quest' asse sono ellissi. 
Le sezioni fatte da' due piani coordinati non potendo in* 
contrarsi che secondo una, retta , la quale è uno degli assi 
coordinati , quest' asse che noi prenderemo per quello delle » 
sarà l’as4e principale delle due parabole, delle quali per 
conseguenza , potremo rappresentare le Iqro equazioni con 

x* •rzpt , y' =5 nz. 

Se nella prima di queste equazioni , ai prende A Q=i (Fig.taa)j 
si avrà • 

OD* s= pz. 

Per la stessa ragione OG* nz. ‘ 

Le coordinate x ed y dovendo soddisfare all’equazione di 
una ellisse , della quale i semi-assi principali sono OD ed OG y 
si avrà , art. 205 , 

OD* . OG* . x’ = OD* . OG* 

ovvero ' 

pzy\ -j- ntx ì zz: pnz * 

e dividendo per pnz 

t , 1 

— y* H — x* = * ; 

'• n P 

moltiplicando per uua quantità arbitraria N , e facendo 

N 

— — M , — — L , 

« F 

si avrà 

My* Lx* = Ni. 

/ 0 

Del Paraboloide iperbolico. 

S 26. L'equazione 

N* =2 Lx* — My* 

è quella di una superficie curva alla quale si è dato il nome 
di paraboloide iperbolico. 1 
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.. . 7 ' Se ti segni questa supirficie con ile’ piani paralleli a ’ 

pian, coordinai. , si Irovano per le sezioni (ime da questi piani 

Lx’= Nz.-f M/3* .... (e'"), sezione parallela al piano xz, 
~ ftz+La 1 .... (s"'), sezione parallela al piano yz, 
Lx 1 Mj’rr ~Sy .... (<"'), sezione parallela al piano sy . 

Le equazioni (r">) e d ( s "') appartengono a dplle parabole , 
e I equazione' (i'"j è- quella di una iperbola.' • 

5 28. Se si fa fi — o ed <*== d , si trovano le tracce sopri 
1 piani xz ed yz , le quali hanno per equazioni 

Lx’ = N* . . » . (u"t) . sezione fatta dal piano xz > 

^ INx.V . . , sezione fatta dal piano yz. 

La prima di queste equazioni è quella di una parabola cbe 
ha le sue ascisse sull’asse delle 1, e la seconda è quella di 
una parabola che ha per asse dalle ascisse il prolungamento 
r asse delle x. Queste parabole sono situate ne’ piani xz 
ca ys •) 1 quali sono tra loro perpendicolari 
be nell’ equazione (,/") rappresentiamo con AO il valóre 
ni z (rig.iadjj questa equazione ci data 

" » 

ar a ovvero OE’ = . ‘AO* 

Se alla distanza AO si tiri un piano parallelo al piano try. 
sezione fatta fa questo piano avrà per equazione 
Lar — My‘ = N.AO. 

tisnlnToT 6 flÌ qU ,? a Ì P erbo,a sarà 11 va,oredi * che cor* 
risponde ad y — 0 . Ora in questo caso abbiamo 

N 

*’=-.AO 
L 1 

il quale è precisamente il valore che abbiamo trovato per Opi 
Dunque , Vertici di questa iperboli» saranno a’ punti E ed E', 
n n d V“ a - P , arab0la EAE> . data <I«H’ equazione <u<") 
tutUd ^h „ n01 , Tr° del pUUt ° E polend “ applicarsi \ 

serie di ìl.fkl t P | » la su P erfac,e SI compone da Una 

h/nn • P b 1 M oaU 3on ° parallele al piano ,ry t e che 

anno 1 loro vertici sopra due punti della parabola^ EAE' 

resfamin l* 8 d P'™° beante si avvicina al piano xr , 

ZcuZr ““ Para ‘ lel9 ’ *’ aSi * rea,e EE ' d ^ 

1| 
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Sai TEORIA BELLE SBEEREIClE BEL SECONDO ORDINE 
boia RSR'S' diminuisce fine a che il piano secante si conferì* 
da col piano ay ; in questo caso 1’ equazione della superficie 
diventa 

My* ss L** , 

e dà 

r = t ,v^. 

il che dimostra che questa sezione si riduce al sistema di due 
linee rette. 

530. Se il piano secante passa al di sotto del piano ay , 
allora y cangia di segno , e 1’ equazione della sezioue paratìe- 
la al piano xy diventa 

La:* — My* ss; — Ny , 

o piuttosto 

My* — L*> = Nj, (w w ). 

53 1. Paragonando qoest’ukima equazione con l’equazione^ w, ) } 

sì vede che l’ asse reale EE' dell’ iperbola RSR/C'(Fig. 123) si- 
tuata al di sopra del piano xy è parallelo all’ asse delle se » 
nel mentre che l’asse reale dell’iperbola VTV'T' situata al di 
sotto del piano xy , è parallelo all’ asse delle y. Per conse- 
guenza se i piani secanti sono tirati ad eguali distanze dal pia- 
no xy , P uno al di sopra e 1’ altro al di sotto di questo pia- 
no , in tal caso le equazioni (t" 1 ) e (w") non differiranno che 
nel seguo di y , e le iperbali RSR'S', VTV'T' avranno la pro- 
prietà che il semi-asse reale dell’ una sarà eguale alla costan- 
te che moltiplica nell’ espressione del semi-asse immagi- 

nario dell’ altra. 

532. Si può dimostrare, come nell’ art. 529 , che tutte le 
iperboli situate al di sotto del piano xy parallelamente a que- 
sto piano , hanno i loro vertice sulla parabola data dall'equa- 
zione ( v "'). 

533. Se si fa passare tin piatto per l’asse delle x , l’equa- 
zione di questo piano sarà , 

y =2 x tan p ; 

eliminando y tra questa equazione e quella della superficie j 
si avrà 1’ equazione della sezione fatta da questo piano 

(L — M tan p 1 ) ®* = E* , 

e facendo x — r eoi p , èssa diventa ^ 

( L cos p ' — M ien p' ) r* 5=; N* - . . . («"Ot 
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BEL PARABOLOIDE IPERBOLICO 3a$ 

equazione di una parabola MAM' (Fig. ia4) c ^ e *1 su® 
vertice all' origine A , in cui r è nullo. Questa parabola pro- 
lungandosi all’ infinito deve necessariamente incontrare il pia- 
no , che si tirerebbe pel punto O parallelamente al piano xy. 
Ora , tutti i punti di questa parabola appartenendo alla su- 
perficie , e l’ iperbola RSR’S' contenendo tutti i punti di que- 
sta superficie che sono situali nel piano parallelo al piano xy 
tirato pel punto O -, ne segue perciò ebe la parabola deve pas- 
sare per due punti dell’ iperbola RSR'S'. 

Per determinare questi punti , facciamo e — AO nell’ equa- 
*ioue (#"'), troveremo . 


ed 



N. AO 

L cos — M seri p' 1 


=x AC , 


N. AO 

L cos p’ — M seti (p* 


AC': 


dall’ eguaglianza di questi valori di AC e di AC' concludiamo 
che i punti M ed M' della parabola MAM' sono situali sim- 
metricamente sull’ iperbola, cioè a dire che l’arco EM=E'M'.' 

Si può dunque concepire il paraboloide iperbolico come for- 
mato da una infinità di parabole ette hanno i loro vertici in 
A , e che tagliano simmetricamente i rami delle iperbole 
RSR'S' , VIV'I'. 

534. Egli è fàcile trovare l’ equazione del paraboloide 
iperbolico quando si danno le equazioni delle parabole forman- 
te da due sezioni principali. A tale oggetto supponiamo che 
1’ asse comune di queste paraboli sia quello delle z , si avran- 
no , art. 5a8 , per le equazioni di queste parabole. 

ss px , y % — — nx . . . . . 

Ciò posto per un punto qualunque R (Fig.ii3) preso sulla 
superficie , tiriamo un piano parallelo al piano xy \ le . coor- 
dinate di questo punto saranno , 

' a ~ AO , x “ OI , y — IR. 

Le coordinate x ed y dovendo appartenere ai*|un punto del. 
1’ iperbola RSR'S' , determiniamo gli assi principali di qoesta 
iperbola. Ora , se rappresentiamo a con AO , le equazioni ÌJ' 111 } 
diventeranno... > 

ÒE’ zxzpz , O' G* ss — m. 


» 
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3^4 TEORIA DELLE SUPERFICIE DEL SECONDO ORDINE 

c le costanti: dell’ iperbola RSR'S' saranno, ari. 53i , 

V^T , e y nty 

V iperbola RSR'S' avrà dunque per equazione 
nxx * — ptx * = pnz 1 . 

dividendo per pm , moltiplicando per una quantità arbitraria 
N , e rappresentando eon L , e con M , ciocché diventano i 
Coefficienti di x 1 e di jr 1 , si otterrà L* 1 — Mx* N*. Questa 

equazione avendo luogo tra le Me coordinate di un punto qua- 
lunque 1 preso sul pataboloide iperbolico , sarà perciò quella 
deliri sua superficie. 

5.17. Abbiamo veduto, art. inn , che gli assintoli dell’ i- 
pcib'da fi lmano con l’asse reale di essa due angoli le di cui 
tangenti trigonometriche , di segni conìrarii , sono eguali ai 
rapporto dell’ asse Secondario al primario dell'ipeibola. L’equa- 
zione (w"‘) dell’ iperbola RSR'S" (Fig.ia4) dà per queste 
tangeuti trigonometriche. 



Queste espressioni essendo indipendenti da y , ne segue che gR 
assintoli A'L' , A'H' (Fig. 1 *5) della sezione, faranno tra lora 
io stesso angolo che LAH. Dunque i piani AL' , AH' che 
contengono tutti gli assintoti delle sezioni saranno assintotici 
dell,a superficie. 

• * * * * 

Delle superfìcie del secondo ordine del 
terzo genere. 

536. Le superficie del secondo ordine del terzo genere barr- 
ilo per equazioni , art. 47 3 • 

As’ -J- Hy -{- Rx =: o. 

C lasciando A z' positivo nel secondo membro , si ottiene 

— Hj- — Rx == A*'. 

I termini ^ primo membro saranno o entrambi positivi , 
p di segni ccftìra rii. Quindi avendo -riguardo all’osservazione 
dell’articolo 477 , non avremo a discutere che queste due 
equazioni , 

MyV-N*= A,». . „ . . (a'") , 

Mr + NxzJ Ar’.^t . , . (a‘y) . 
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_ DELLE SUPERFICIE DEL TERZO GEMERE 3l5 

53 ^. Se nell’equazione (*“') si fa * 3 o , si arra 

Mjr = N<p (bly). 

per l’equazione della sezione ptincipale sul piano xy. Questa 
equazione è quella di una linea retta AL (Fig. 126) , che pas- 
sa per 1’ origine. 

Se si fa in seguito 1 3 y nell’ equazione (*"') , si avrà 
Nx Ay' 

y ~~ M + M 


per l’ equazione della sezione formata da un piano parallelo 
al piano xy. L’angolo L'A'X' (Fig. ia6) che questa sezione 
A'L' fa con la parallela A'X' all’ asse delle x , ha la stessa 
tangente trigonometrica di quella dell’ angolo LAX. Dunque 
tutte le sezioni tali che AL' , formate da’ piani paralleli al 
piano xy , sono tra loro parallele , e la superfìcie può gene- 
rarsi con una retta che si fa muovere parallelamente a se stes- 
sa , e per conseguenza è una superficie cilindrica. 

538 . La sezione fatta da un piano Z'A'Y* (Fig. 137) pa- 
rallela al piano yi è una parabola che ha per equazione 


Se , si fa 


My N# 

A A 

No 

r - / + — (c ,T ) » 


l’equazione di questa sezione diventerà 

My' 

x* =5 O. 

A *- 

Il vertice della parabola sarà dunque al punto in cui y* HO, , 
la questo caso l’ equazione (ci*)., si riduce ad , 

M 

Questo valore di y è precisamente quello che si troverebbe 
facendo x = « nell’equazione (i'y) della retta AL. Dunque 
il vertice di questa parabola è situato sulla retta AL. , 


< 


Digitized by Google 


3a6 TEOItU DELLE SUPERFICIE DEL SECONDO ORDINE 

Quello che uoi diciamo del piano Z'AY' poteudo applicar- 
si a qualunque altro piaDo «he li fosse parallelo, ne risulta 
da quanto precede che tutte le sezioni formale da’ piani paral- 
leli al piano yt sono parabole che hanno i loro vertici sulla 
retta AL. 

539. Se si osservi intanto che tutte queste parabole hanno 
lo stesso parametro , si potrà concepire questa superficie come 
generata da una parabola MDN che si facesse muovere paral- 
lelamente al piano yi , in modo che il suo vertice restasse sena 
pre sulla retta AL, ed il suo asse nel piano xy . 

540. In conseguenza di questa proprietà sarà facile di tro- 
vare l’equazione della superficie. In fatti siano y s ax l’equa- 
zione della retta AL , e *• s py 1’ equazione della parabola 
MDN. Rappresen laudo con x , y , z le coordinate AA' , A'Q, 
Q'M , del punto M , si ha , 

MQ’=p.DQ, DQ = A'Q — - A'D. 

ossia 

*’ = p- DQ , DQ = j r — ax, 

Eliminando DQ , si trova 

— py — apx. 

54 1. In fine è facile di conoscere che l’equazione (o>v ) ap- 
partiene ad una superficie della stessa natura di quella che 
abbiamo analizzata ; poiché facendo x — — x' , cioè' a dire 
prendendo l’ asse della x' sul prolungamento di quello delle x k 
fi avrà una equazione della stessa forma della precedente. 

De’ piani tangenti alle superficie 
del secondo ordine . 

54a. Abbiamo veduto che I’ equazione generale delle super- 
ficie del secondo ordine è sempre possibile di essere privai» 
de’ termini che contengono i rettangoli delle coordinate , senza 
che questa equazione perda nulla' della sua generalità. Potre- 
mo dunque mettere questa equazione generale sotto la forma, 

Az’ -j- By 5 -J- Cx’ -J- Ds -j- E y -j- Fx G = o. . . (rf»v). 

Per un punto O preso sulla superficie (Fig.taB) facciamo, 
passare il piano OI , 1’ equazione generale Rei quale è 

Lx ”j“ Mjf -J- Kj -J* P ~ 0. 
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Si tràtta di determinare i coefficienti di questa equazione con 
le condizioni necessarie affinchè il piano diventa tangente alla 
superficie curva nel punto O. A tale oggetto tiriamo pel pun- 
to O due piani OQX' , OQY' , parallelamente uno al piano 
xz e 1’ altro al piano yz. Questi piani taglieranno la superfi- 
cie secondo gli archi ORX' , OSY' , ed il piano OH1K se- 
condo le rette OH ed OK. Ora egli è evidente che se il pia- 
no è tangente alla superficie , le rette OH , ed OK. dovranuo 
essere tangenti agli archi t ORX* , OSY' ; poiché , se ciò non 
fosse , il piauo ÒH1K. segherebbe la superficie curva. 

Ciò posto , le coordinate del punto O essendo rappresentate 
da a , /S ) y , essa soddisfaranno nel tempo 6tesso all* equa- 
zione (d* v ) della superficie ed all’ equazione del piano j si avrà 
dunque 

a p-y) + fi (y* — 0*) + c 

+ D( * — y ) + E ( y — £ ) + E ( a? — *)=«. . » (e>v) 

L M - 

— — «) H — (y — /? ) "t- ( 1 >)»••• C/* v ) 

N N 

I piani OQY* ed OQX' avendo per equazioni rispettivamente. 
xs * , y~ (S, 

le sezioni OSY 1 , ed ORX' si atterranno con sostituire questi 
Valori successivamente in luogo di x e di y nell’ equazione 
(e*v) , e si avrà , 

A(z* _ y’)+B(y> - f *)+D(« — y)-t-E(y — fi) Si 

A(z ‘ — — <**)-j-D(z — ).)-j-E(x o....(/n T ) 

Similmente sostituendo successivamente x ~ a , ed y = 
Bell’ equazione (/W) del piano OH1K. , si otterranno per le 
equazioni delie reke OK. ed OH 

M 

— (y— (ì\i) 

IV 

L 

i T( x — «O + f* — y)z=o....(pij. 

N » 

... M L 

Determiniamo ora i coefficienti — . ed — ■ con le condizioni 

N N 


i 
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3a8 TEOniA BELLE StJPPREHHir DEI. secondo OtlDlftE 
che le rette OK , OH siano tangenti alle curve ORX* , OSY^ 
A tale oggetto l’equazione 0 1 ' 1 ) essendo quella di nna retta 
OK che passa per un punto «, y della curva OSY 1 , as- 
snggeitiamo questa retta a passare per un secondo punto della 
curvi» ; allora diventerà una secante. Supponiamo iti seguito 
che i due punti d’ intersezione coincidono , allora questa se- 
cante si cangierà in tangente. Dinotando con a 4 - a! , /3 4 - /j'j 
>± V le coordinate di un altro plinto comune alla curva 
OSY 1 ed alla- retta OK , questa coordinate soddisfaranno dun- 
que alle loro equazioni (t»v) e (g'v) , e si avrà 

A(a»' + /*) + + *'•) + ny + E/s' = o, 


M 

-0' + ?x O. 

N 


Eliminando y* tra queste due equazioni , ed ordinando in- 
seguito per rapporto a fi 1 , si troverà 



) M M 

/J'—aA y — + aD|3 — D — 4- E 
N 


N 



0 < 


Togliendo il fattore fi' , che affetta il primo membro di 
questa equazione , l’altro fattore determinerà , articolo a52 , 
per js' Ja differenza delle coordinate de’ due punti d interse- 
zione , nel senso delle y : e poiché questi punti si uniscono 
iu unu , quando la retta di venta tangente , perciò dorrà es- 
sere fi 1 zi o , ciocché riduce il primi» fattore a 

M M 

— ihy }- aE/J — D ^ E S o, 

N N 

dalla quale si ricava 

M aBp 4* E 

N 2 A y 4“ D 

Trattando nello stesso modo le equazioni (À iv) cd (/»▼) « 
troverà pel valore del secondo coefficiente 

L aCa 4- F 

N ~ aA), 4- D ‘ 
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L 

Questo valere di — si potrebbe d’ altroude dedarre da quel- 
li 
M 

lo di — , poiché le equazioni (’fa'ij ed •(/ir) sono della stessa 

N' 

Forma che le equazioni Cg" 1 ) ed (i™)- 

Se si sostituiscono nell’ equazione (/ir) i valori determinati 

L M 

per • — e per — - , troveremo per 1’ equazione del piano tan- 

N N 

gente al punto a, /3 , >• 

aCa-j-E aBp -j- E 

C * — ») " 

aAj, 4 -D aA> 4 -D 

ovvero , facendo svanire i denominatori 

(aCet-f-F )(x — *)-j-(aB£-}-E)(y — /3)-f-(2Ay-j-D)(z — y) — o (Air) 

543. Le equazioni della normale al punto a, (i , y , della 
superficie possono dedursi facilmente da quella dei piano tan- 
gente. In fatti , essendo in generali le equazioni di una retta 

xS Si-}- ( , y zi bz -*{• /? (/ir) 

affinché questa retta sia perpendicolare al piano , la di cui 
equazione è (Ai») , è d’ uopo che tra i coefficienti delle varia- 
bili , art. 44 2 > v ‘ siano le relazioni 

2C*-(-F 3 0(2 Aj.-|-D) , aB^-J-E — A/àAjf -j*D > )....(fliiv).’ 

La normale essendo assoggeltata a passare pel punto « , $1 y i 
le sue equazioni (fi» ) divengono in questo caso 

«=; a ( z —y) , j- 33 i(i-y), 

Sostituendo in queste equazioni i valori di a , e di b rica- 
vati dalle equazioni (miv) , si ottengono 

Boucharlat aa 


ir—fj + C *— >J~ *5 
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aC*+F aB/S+E 

* — *- (* — >)i y — /*- 

aAy-j-D sA^-j-D 

Tali sono le equazioni di una normale al punto *, p , y , 
dato sopra una superfìcie del secondo ordine. 


(*_>): 


FINE. 
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Napoli r3 Dicembre i833 . 


Vista la dimanda del Tipografo Raffaello di Napoli , eoa 
la filale chiede di voler stampare l’Opera intitolata Bouchar- 
lai Geometria Analitica applicata alla Teoria delle Curve \ 

\ isio il favorevole parere del Regio Revisore Sig. Canonie» 
D. Andrea Ferrigni 5 

Si permette clie l’ indicata Opera si stampi , però non si 
pubblichi sema un secondo permesso , che non si dark se 
prima lo stesso Regio Revisore non avrò attestato di aver ri- 
conosciuta nel confronto uniforme la impressione all’ Originale 
approvalo. 

Il Presidente. 

M. COL4JfCKI.O. 

Il Segretari » Generale e Membro delia Giunta 

Gaspare Salvagua. 
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